Chapitre 1 : Les suites numériques

1 Quelques rappels

1.1 Bornes d’un ensemble

Définitions Soit A une partie non vide de R.

. Unréel Mestunmajorant de ASi............oouuumiiiiiiiiiii it eaiinen.
.Unréelmest un minorant de A Si..............uuiiuiuiiiei i iaiiaieannans
. ST un majorant de A exisSte, ... ...... .o
. ST un minorant de A exiSte, .. ... ...

. Si A est MaJorée et MINOTEE, . . ...ttt ettt ettt ettt eenns

Exemples
A eSEUN o de 10,2][.

. =T7,0et —m sont des ........cccccveeeeeeeennnnnnn. de ]0,+co[ maisiln’y a pasde ........cccoueueeenunecen.

Remarque Par cet exemple, on voit qu’un ensemble n’‘admet pas toujours de minorant et ou
de majorant, et de plus s’ils existent, il n’y a pas unicité.

Définitions Soient A une partie non vide de R et o € R.

. aestla borne supérieure de ASi. ....... ...

Exemples Soient a,beR,a <b.
. supJa, b[=sup[a,b] = .......
. inf]a, b[= inf[a,b] = .......



Proposition 1.2 (Caractérisation de la borne supérieure)

Soit A une partie de R non vide et majorée. . ............oouuiiieiiai i,

Proposition 1.3 (Caractérisation de la borne inférieure)

Soit A une partie de R non vide et MINOTée. ............c..ouuuieiieiii it iiennnn.n

Définitions Soit A une partie non vide de R.

. Un réel M est appelé maximum de A Si........... ..ot

Exemples Soient a,beR, a <b.

. max[a,b] =sup[a,b] = .....
. min[a, b] = inf[a,b] = ......
], D, Ja, 400, ] = 00, B e e e



1.2 La valeur absolue

Définition Lapplication valeur absolue notée | . | est définie par :

o] =
...... si 30 y =l
v ;2 <0.

T2
...... si r< ‘
Proposition 1.4 La valeur absolue vérifie les propriétés suivantes .......................
1. |z|> ..
2. |-xz|=.....
3. Jxy| =
4 Ve2 0, |2 S€< i S
5. La 1ere inégalité triangulaire : |z +y| < ...
6. La 2nde inégalité triangulaire : ............................. <z =yl

1.3 La partie entiére

Définition Pour tout x € R, on appelle partieentiere de @, ............ccoueiiiiiiiniiinennnn..

................................................................................................

2 Suites numériques réelles
Définition Une suite numeérique réelle 1 = (Un)neN « ««oveneeneneenene e iaeaaeneennn

Pour tout n € N, on note u(n) par u, et on Uappelle le terme d’indice n de la suite.

On appelle aussi suite numérique réelle, toute application de N privé d’un nombre fini

d’éléments & valeurs dans R (Exemple : Uapplication u:n ~ -5, Vn e N\ {2} est une suite).



Définitions (Suites particulieres) Une suite (uy, ),y est dite

. stationnaire (ou constante) a partir d’un certain rang ng € N si

. périodique si

olL ng est appelée

CAPTERMEGEIQUE ST . . . ... ... .o

ol r est appelée

CBCOMEGLTIQUE ST . . ... e e et e

ol q est appelée

Exemples

1. La suite (uy,)nn définie par

..........................................................................................

..........................................................................................

Définitions Une suite (u, ), est dite

CIQJOTCE@ SL . ..ottt e

autrement dit, 'ensemble {u,,n € N} est majoré.



CMERIOT OO SL . . . v v e e e

autrement dit, l'ensemble {u,,,n € N} est minoré.

CDOTIGE ST . . ..o oo

autrement dit, 'ensemble {u,,n € N} est borné.

Exemples
. o 1
1. La suite (uy,)qn définie par u,, = —n EN
n
2. La suite (v,)pen définie par v, =2n+3,m e No oo e
3. La suite (w,)neny définie par w, =cos(2n+ 1) . ..o

Définitions On dit qu’une suite (uy,)ney est :

CCTPOISSAMEC ST ... ...ttt ettt et ettt et e
. SIrictement CrOISSANLE ST .. ........... ...ttt
dECTOISSANLC Si . . . ... ...
. Strictement décroisSante Si . .............. ... .o iuiiuiuie i
CMOMOEOME Si . ... ..ot

. SIriCtement MONOLONE S .. ......... ... e e i



Proposition 2.1 (Critéres de monotonie)
e Une suite (uy, )ney est

s CTOLSSAMER SL . oottt ettt ettt ettt e e e e ettt
. SITICEEMENE CTOISSAMEC SL . ..o oo ottt ettt ettt e ettt
c ABCTOUSSAMEC ST . . oo e e e e e e e e
. Strictement dECrOISSANEE ST ... ... e e

e Une suite (u,)ny @ termes strictement positifs est

CCTOLSSANEC SL . o v v oo e e e e e et e e e e e e e e e e e e e e e
. SITLCLEIMENE CTOLSSANEC SL . o o v oo e e et e et e e e e e e e e e e e e e e e e e e
c ABCTOISSANLE ST . . o o v e v e e e e e e e e e e e e e e e e e

. SIrictement dECTOISSAMNEE SL .. ..o et e e e e e e e e e e e et

Preuve. On suppose que pour tout n € N, u,, < u,,; et on va montrer qu'alors Vn,pe N n<p =
u, < u,. Lorsque n = p la propriété est vérifiée.
Lorsque n # p, si n < p alors il existe k£ € N* tel que p =n + k. Montrons par récurrence sur k la
propriété suivante :

Vi e N* u, Stpe (Pr).
Lorsque k = 1, on a bien u,, < u,,; par hypothése de I’énoncé.

Fixons k € N*, supposons (P;) vérifiée et montrons que (P;,1) est également vraie :

Untk+1 = U(n+k)+1
Unsk (par hypothése de 'énoncé Vn e N, w,,1 > uy,)

VoV

u,, (par hypothese de récurrence)

ainsi, (Py.1) est vraie. Finalement, on a montré que
Vn,peNn<p=3keN :p=n+k=u, <Upk = U, <Up. W

Remarque . ... e



Exemples Les suites suivantes sont-elles monotones, strictement monotones ou sans
monotonie ?

1. La suite (up)neny définie par u, =2n+1,m e N . e

. } 3
2. La suite (v,) .y définie par v, = e T E N L

------------------------------------------------------------------------------------------
..........................................................................................

..........................................................................................

3 Limites de suites

Rappel: Ve>0, Vo, leR, |z -l <e<=>l—e<z<l+e.

3.1 Suites convergentes et divergentes

Définition On dit qu'une suite 1réelle (U )peN « -« v« vt nen ettt e e eiaaeenns

et on note lim u, =¥ ou encore u, — /.

n—>+00 n—+o00

Remarques

e Cet énoncé signifie que tout intervalle ouvert contenant ¢ contient tous les termes de la suite
(tn)nen @ partir d’un certain rang N, € N.

e La condition |u, - /| < c est équivalente a ( - c < u, < +e.

e Cette définition peut se traduire de la facon suivante : a partir d’un certain rang, tous les
éléments de la suite sont aussi proche de ¢ que l'on veut, la notion «d’aussi proche que l’'on
veut » se traduisant par « étre a une distance de ( inférieure a ¢, quel que soit le € choisi. »



Exemples

. . 1
1. Montrer que la suite (u, ), définie par u,, = —, n € N* converge vers 0.
n

..........................................................................................

..........................................................................................

. . 1
2. Montrer que la suite (v,)qn définie par v, = — +2, n € N converge vers 2.
n

Définitions
1. On dit QUUNE SUTEE (U ) neNe « « « « v o v v ee et e e et et et e et et ettt e e et et a e e a e eneenens

et on note lim wu, = +oo ou encore u, —> +0o.

n—+oo n—+00

2. On dit QUUNE SUTEE (Up ) nel « «+ v v v e et et et e e et et et e et et et e e et e e e eneeans

..........................................................................................

et on note lim u, = —o0 ou encore u, —> —oo.

n—+oo n—+oo
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Exemples

. . 1
1. Montrer que la suite (u, )N définie par u, = §n -1, neNtend vers +oo.

..........................................................................................
..........................................................................................
..........................................................................................
..........................................................................................

..........................................................................................

3.2 Propriétés des suites convergentes

Proposition 8.0 ... ... ..




Preuve. Supposons par 'absurde qu'une suite (u, ).y converge simultanément vers deux
réels distincts ¢, < /5. Alors on a

................................................................................................................................... (1)
et

................................................................................................................................... (2)

gl + 62 .. 2~ 11

Notons m = la moyenne des deux limites. En prenant € = 5 > Odans (1) on a

A by =t
De la méme facon, en prenant e = >0 dans (2) on a
Mais alors, pour n simultanément supérieur a Ny et No . ...,
.............................................................................................. |
Définition Si (u, ).y est une suite réelle, on appelle . ...............ccoiiiiiiiiiiiiiiinn...

................................................................................................

Exemples On considere la suite (u,)n.n définie par u, = cos(nm). Alors les suites (v,,)nen et
(Wn )nen définies par

i, — et w T AP
n = ... n = ...
En revanche, les suites (2, )nen €t (Yn)nen définies par o, =u ;= oo, et
Yn U 2 = coveeeeeeeiiiiinnnnn T E N L
n+1



Preuve. On considere ¢ : N - N une application strictement croissante. Par récurrence, on

montre que Vn e N, p(n) 2n (A faire). .......ooiiiiiiii i

...............................................................................................

................................................................................................

Exemple Montrer que la suite (u,).n définie par u, = (-1)",Yn € N ne converge pas. Pour
cela, il suffit d’exhiber deux sous-suites de (u,).n qui convergent vers des limites différentes.

On voit que 'on peut classer les suites en deux familles :

Suites convergentes Suites divergentes
Les suites qui tendent vers +oo | Les suites qui n’admettent
Exemple : 1 - L pas de limite
P = Un = 5T Exemple : v, =n Exemple : w,, = (-1)»
Proposition 8.3 ... ..

11



Preuve. (Voir Exercice 4)

Soit (u, )y une suite convergeant vers £ eR. ... ..ot
.............................................................................................. [ ]
Proposition 3.4 ... ... .
Preuve. . ... e e
.............................................................................................. [ ]

Remarque Si (u, ).y est une suite minorée par B € R telle que lim wu, ={, alors ( > B.
n—+oo

3.3 Opérations sur les limites

Proposition 3.5 Soient ) € R et deux suites (uy,)nen €t (v, )neny cOnvergeant respectivement

VTS LES TOCLS U@L 1. ..o\ .o e e e e e

12



Preuve.
» Convergence de la suite combinaison linéaire (u, + \v, ),y : on remarque que si A =0

le résultat est évident et on suppose dans ce qui suit A #0. Onfixee>0. .....................

» Convergence de la suite produit (u,v, ),y : On fixe € > 0. D’apres la Proposition les
suites (u,)neny €t (Un )new sSOnt bornées, il existe donc My, My e R* telsque, .......ooovvieinia...

................................ En posant M = max(M;, M), on a donc d’apres la



---------------------------------------------------------------------------------------------

-------------------------------------------------------------------------------------------




.............................................................................................

.............................................................................................

Preuve. Par divergence de (|u,|)ny Vers +oo, on a
VM >0,3Ny e N:Vn > Ny, |u,| > M > 0.
Ainsi, Vn > Ny, u, £0 et i est bien défini. Par divergence de (|u,|).n, On a
VM >0,IN eN:Vn> N, |u,| > M.
De cette facon, pour tout n > N, comme n + Ny >n > N et on a aussi

VM >0,IN eN:VYneNn2> N = |upn,| > M

et donc
1 1
VM >0,INeN:VneNn>N = <—. (%)
U’VH-NO M
Or la convergence de ( L ) vers 0 s’écrit
un+N0 neN
1
Ve>0,IN, e N:YneN,n > N, = < €.
un+N0

. . . 1 1
Il suffit donc de choisir dans (*) un réel M > 0 de sorte que i < €. Par exemple M = - >0
€

convient et on a le résultat. m

15



Propriétés On considere (u,)nen et (v,)nen deux suites réelles. Les limites possibles pour la
suite produit (u,v, ),y sont résumées dans le tableau suivant :

lim w,
. notee l, e R* 0 400 —00
lim v,
n—+oo
l, € R* Cy x Uy 0 signe(l,) x +oo0 signe((,) x —oo
0 0 0 Forme indéterminée | Forme indéterminée
+00 signe((,) x +oo | Forme indéterminée +00 —00
—00 signe((,) x —oo | Forme indéterminée —00 +00

alorson a

Proposition 3.8 (Comparaison de suites convergentes)
Soient (u, )nen €t (v, )nen deux suites réelles convergentes telles que

EINGN:VnEN,n}N:vngun,

----------------------------------------------------------------------------------

Preuve. On considere deux suites (u,)nen €t (v, )nen telles que (u, ),y converge vers £, (v, )nen
converge vers ( et

3NeN:Vn€N,n>N:>vn§un.

Pour tout n € N, on pose w,, = v,, — u,. Alors (w, ),y converge vers { - ¢ et par hypotheése,

ANeN:VneN,n> N = w, <0.

On souhaite montrer que ¢ - ¢ <0 et on va raisonner par 'absurde comme dans la preuve de
la Proposition : supposons que ¢ — ¢ > 0. Ainsi, pour tout € > 0, par convergence de (w,,)nen

vers / -/ on a

16




3.4 Criteres de convergence

Proposition 3.9
 TOULE SUTEE (U, )il «+ v v o v e e et e e et e et e e et ettt e et e e et e e et e et e et et e e eee e eeeeneenan

N o 7 74 (T O

Preuve. On montre le résultat pour une suite (u, ),y croissante et majorée, le résultat pour
les suites décroissantes et minorées s’en déduira alors en considérant (—u,, ).

La suite (u, ).y est majorée donc ’ensemble non vide {u,,n € N} est majoré, d’apres le Théo-
réeme il admet une borne supérieure que 'on note ¢. Montrons que (u, ),y converge vers
¢. On considere ¢ > 0. Comme ¢ — ¢ < /, par minimalité de la borne supérieure, il existe N, ¢ N
tel que uy, > {—¢ (voir Proposition . Comme la suite (u, ).y est croissante, pour tout entier
nzN,ona

(—e<un, Su, <l<l+e.

Ainsi, pour tout n > N, |u, - ¢| < € ce qui montre bien que la suite (u, ), converge vers /. m

Définition (Suites adjacentes)




Remarque Sion relaxe ’hypothese 4., on peut toujours montrer que les deux suites convergent
mais les limites peuvent étre différentes.

Exemple On considere les suites (uy,)nen+ et (v, )nen+ définie par
1 1
VneN*  u,=1-—etv,=1+—.

n

Montrer que ces suites sont adjacentes. ON @ .............o.uuuiueeieeai i aiieaieannnans

...............................................................................................
...............................................................................................

Théoreme 3.11 (Théoreme des gendarmes)
Soient (ap)nen, (bn)nen €t (¢n)nen trois suites réelles telles que, pour tout n €N, a,, <b, < c,.

...............................................................................................

18



Corollaire 3.12 On considere (u,)ney et (vy,)neny deux suites réelles telles que

3.5 Criteres de divergence vers 'infini

Proposition 3.13

Le cas d'une suite décroissante se traite de la méme facon. m

Proposition 3.14 Soit (u, ).y une suite telle que

19



Preuve. Comme pour tout n € N, u,, > 0, les termes ui sont toujours définis

(un)nen converge vers 0, on a
Ve>0,IN. e N:Vn > N, u, = |u,| <e.

En particulier, V7 > N, - > ¢. De cette fagon,

VM=1>O,E|N€EN:Vn>N,i>1:M,
€ U, €

ce qui prouve bien que la suite (=)  diverge vers +co. m

. Comme la suite

RemMarqUE . ... i

En effet, si une suite (uy, ).~ tend vers 0 il est faux de penser dans le cas général que (t)neN a

pour limite +oo.

-1)n o1
Contre exemple : u, = ( ) converge vers ... malsS — = ( 711)
n Up, —-1)™

3.6 Suite et série géométrique

Proposition 3.15 (Suite géométrique)
Soient a € R et (u,)nn la suite de terme général u,, = a™

.................................... si a<0,
Uy = ] si a=0, 1)
.................................... si a>0
L. SLa =1, Al0rS o o
2. SL @ > L AlOrS oo e

on a bien divergence vers +oo.

20



3. Si-1<ax<l:
cSL @ =0, Al0TS o

ST 0 <@L AlOTS oot

Proposition 3.16 (Série gé¢ométrique) On fixe un réel a, a + 1. En notant

Zak:1+a+a2+....+a”, ona
k=0

Preuve. En multipliant la somme par (1-a), on fait apparaitre une somme « télescopique » :

(1—@);:@’C eSS P

...........................................

On obtient le résultat annoncé en divisant par (1 - a) des deux cotés. m

21



4 Valeur d’adhérence et théoreme de Bolzano-Weirestrass

4.1 Valeur d’adhérence

Définition On appelle valeur d’adhérence (ou point d’accumulation) d’'une suite (uy,)nen, - - -

Exemple On considére la suite (u, )y définie par u, = (-1)", neN. On a
¥n €N, up, = (<1)* =. . . et Uy = (<)) =

Comme lim uy, = 1, 1 est une valeur d’adhérence de la suite (u,)..n. De la méme facon,

n—>+00

lim uo,,1 = -1 donc -1 est aussi une valeur d’adhérence de la suite (uy,)pen.

n—+oo

Proposition 4.2 ... ... .

Preuve. Soit (u, ),y une suite convergente : il existe alors / € R tel que (u, ),y converge vers
(. D’apres le Théoréeme toute sous-suite de (u, ),y converge vers /, ¢ est donc 'unique
valeur d’adhérence possible. m

Remarque On utilisera plutét la contraposée du résultat précédent & savoir :...............

4.2 Théoréme de Bolzano-Weirestrass dans R

Théoreme 4.3 (Bolzano-WeireStrass). . ... .. e e e ettt
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Preuve. La preuve de ce théoréme se fait par dichotomie.

e On considere une suite (u,),.y bornée, notons a et b les réels tels que Vn € N a < u, <
b. Posons ag = a, by = b et $(0) = 0. Alors au moins un des deux intervalles [ay, %+ bo
[ ,bo] contient u,, pour une infinité d’indices n. On note alors [ay, ;] un tel intervalle et
on note ¢(1) un entier ¢(1) > ¢(0) tel que uy(1y € [ar,b1].

e En itérant cette construction, on fabrique pour tout entier naturel » un intervalle [a,, b, ]

] ou
a,0+b0

b- .
de longueur 2—na et un entier ¢(n) > p(n—-1) > ... > 0 tel que uy(,) € [an, by ].
e Par construction, la suite (a, ).,y est croissante et la suite (b, ),y est décroissante. Comme

de plus lir+n (b, - a,) = lim ;—na = 0, les suites (a,)ney et (b,)neny sont adjacentes et donc

n—+oo
convergent vers une méme limite /. On peut appliquer le Théoreme des gendarmes pour
conclure que lim ug,) = (. ®
n—>+00

Les compléments de cours qui suivent concernent le parcours Mathématiques uniquement.

23



4.3 Limites supérieures et inférieures dans R

Théoreme 4.4 (Limite sup et limite inf d’une suite bornée)
Pour toute suite (u, ),y bornée de R, on peut définir les suites de terme général :

an =inf{u,,p>2n} et b, =sup{u,,p>n}.
Alors ces deux suites sont convergentes et on note

L T _ . N . T . N
hmnl_)r}rfoo U, nl_1)r+noo an ilele(mf{up,p/ n}) et hmns;lilzo U, nlirpw b, il%g(sup{up,p/ n})

De plus, on a
lim inf w, <lim sup u,.

n—+oo n—>+00

Preuve. La suite (u, ),y étant bornée, les ensembles A, = {u,,p > n} sont non vides et bornés,
ils admettent dont une borne supérieure et une borne inférieure (Théoréme et donc les
suites (a, )nen €t (b, )neny sont bien définies. Par construction, on a pour tout neN, A,,; c A, et
donc sup A,,.1 <sup A, etinf A, <inf A,,;. Ainsi la suite (a, ),y est croissante et la suite (b,,),en

est décroissante. D’apres la Proposition [3.9, (a,)..y converge vers supa, et (b,)..y converge
neN

vers inlg b,. D’apres la Proposition [3.8, comme a, <b, Vn e N, on a
ne

supa, = lim a, < lim b, = inlgI b,
ne

neN n—>+0o n—>+00

cest a dire lim inf w, <lim sup wu,. =

n—+00 n—+oo

Lemme Soit (u,)..n une suite bornée de R. Alors l'ensemble des valeurs d’adhérence de
(tn )nen €St non vide et on a :

lim inf w, = min{/ € R, ¢ valeur d’adhérence de (u,)nen}
lim sup u, = max{leR, (valeur d’adhérence de (u,)nen}
n—+oo

Preuve. Admise. =

Théoreme 4.5 Une suite réelle est convergente si et seulement si

lim sup u, =lim inf wu, €R.

n—+00 n—>+oo

Et dans ce cas lim wu,, =lim inf w, =lim sup wu,.

n—+oo n—+oo n—s+o00
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Preuve. Soit (u, ).y une suite réelle. Supposons qu’elle converge vers ¢ € R. D’apres la Pro-
position ¢ est donc I'unique valeur d’adhérence de la suite (u,),.y. D’aprés le Lemme
précédent, on a donc

lim inf w, =/¢=Ilim sup u,.

n—+oo n—>+0o

Réciproquement, si on suppose que lim sup u, =lim inf wu, =¢ € R, comme pour tout n € N

n—+0o n—+0o
inf{u,,p >n} <u, <sup{u,,p>n}
par passage a la limite en utilisant le théoreme des gendarmes, on a

¢=1lim inf w,= lim inf{u,,p>n}< lim w, < lim sup{u,,p>n}=lim sup u, =/,
n—+oo n—+oo n—+oo

n—too n—>+00

et donc (u, ),y converge vers /. m

5 Suites de Cauchy

Définition On dit qu’une suite (u, ).y réelle est une suite de Cauchy si :
Ve>0,IN eN:Vn>N,Vp> N, |u, —u,| <e,
ou, ce qui revient au méme :

Ve>0,IN eN:Vn> N, Vpe N, |uysp —uy| <e.

Proposition 5.1 Si (u, ), est une suite convergente alors c’est une suite de Cauchy.

Preuve. On consideére une suite (u, ),y qui converge vers un réel /. On se donne ¢ > 0. On a
alors § > 0 et par définition de la convergence de (u, ),y vers /, il existe NV € N tel que pour
tout entier n > N, |u, - {| < 5. De cette facon, pour n,p > N, on a

€ €
|, = Up| = |tn, = O+ €= up| < |y =)+ [0 —uy| < =

+ = =€,
2 2

ce qui prouve bien que la suite (u, ),y est de Cauchy. m

Remarque Attention la réciproque de cette propriété est en général inexacte : par exemple,
une suite de Cauchy de Q ne converge pas nécessairement dans Q. On considere la suite (uy,)qen
E(nA/2 . . .
de terme général u,, = (—\/_) (tn)nen €St une suite de rationnels qui converge vers \/2 ¢ Q.

n

On a cependant le résultat suivant trés utile :

Théoreme 5.2 (Critere de Cauchy)
Si ((un)nen) est une suite de Cauchy réelle alors elle converge dans R.

Preuve. Admise. =
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