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Analyse 1

EXAMEN DU LUNDI 5 MAI 2014

Durée : deux heures. Aucun document autorisé. Calculettes interdites.

Exercice 1

L’ objet de cet exercice est I’étude de la suite (s, )n,en+ définie par

n 1
Yn>1, s,= Z w2
k=1

On propose de démontrer que la suite (s, )nen+ est convergente. On notera S sa limite.

1. Donner la définition d’une suite de nombres réelles bornée.

2. Démontrer que pour tout entier £ > 2, on a la majoration

o1
k-1

| =

3. En déduire que la suite (s,,)nen+ est majorée.

4. Démontrer alors que la suite (s, )nen+ converge et donner un majorant de sa limite.

Exercice 2
1. Démontrer que si une fonction f ; définie sur R \ {a} ; admet une limite en a ; alors cette limite est unique.

2. Soit f : R — Ret soit zy € R. Donner la définition de : ” f est dérivable en x(”. Soit g la fonction définie
sur Ry \ {1} par

hw ek \ {11,

0 siz =0.

g(x) =

3. La fonction g est-elle continue en 0 (a droite) (justifier votre réponse).
Exercice 3 Dans cet exercice, on souhaite étudier la suite (u,, )nen définie par récurrence par
up=3 et VYneN* u,11 =g(uy),

ol g est la fonction définie dans I’exercice 2.

1. Etudier les variations de la fonction g. En particulier, on montrera que la restriction de la fonction g 2
Iintervalle |1, +00[ admet un minimum global en e (ol e est le nombre réel tel que In(e) = 1).

2. (a) Montrer, par récurrence sur n, que :
YneN, u,>e.
(b) Démontrer que pour tout x > e, g(z) < x.
(c) En déduire que la suite (u,,),en est convergente et déterminer sa limite.

3. Tracer sur une méme figure le graphe de g et la droite y = x, puis dessiner les premiers termes de la suite
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Exercice 4

1. Enoncer Iinégalité des accroissements finis et I’illustrer par une figure.

1 1
2. Montrer que pour tout 2 > 0, o <Iln(1+2z)—In(z) < pe

Exercice 5

1. Soitn € N. Soit f une fonction C" sur R et a € R. Donner la formule de Taylor Young de f en a.
2 3
2. Vérifier que le développement a I’ordre 3 de expest: 1 4+ x + % + % + 2%0(z) avec lim 6(z) = 0.

x—0

3. Etablir le développement a I’ordre 3 de 1

eT 1
4. En déduire la limite en O de
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