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Introduction a ’analyse

Correction du partiel 2

Exercice 1

1. Pour tous a € ]0,4+o00[, € R, le nombre réel a” est défini comme :

a® = e% lna'
2. Théoreme d’intégration par parties. Soit I un intervalle ouvert, et soient u,v : I — R des applications
continues et dérivables sur I. Soient a,b € R des réels tels que a < b et [a,b] C I, et tels que v’ et v sont
continues sur [a,b]. On a alors :

b b
1 b I
/ v (z)v(z)dr = [u(x)v(z)], —/ u(z)v'(z)dx.
a a
3. Les fonctions v : & — %sin(5x) et v : x — x sont définies, continues et dérivables sur R, de dérivées
respectives u’ : x +— cos(bz) et v/ 1 & — 1. Ces dérivées sont continues sur R. On peut donc appliquer le
théoreme d’intégration par parties, qui donne :

z 1 3 1
/ x cos(bx)dr = [x - sin(5:c)} — / — sin(5x)dx
0 5 0o o

0

jus
5

= " sin(r) — 0 — [—215 008(596)}

25 .
1 1

=% cos(m) — % cos(0)

_|_2

25

Exercice 2

On considere la fonction
f:]0,400[ =R
x— @),
1. Soit 2 €]0, +00[. On a, par définition de 2~ (@) (cf. exercice 1) :

e In(z) _ e~ In(z). In(z) _ e~ In(zx)?

2. Ona:
lim In(z) = —o0,
z—0
>0
donc puisque
lim —z? = —o0,
r—r—00
le théoreme de composition des limites donne limzﬁg —(In())? = —occ. De méme, puisque lim, , ., * = 0, on
x>
obtient :
lim f(z) = lim e~ ™@®)" =0
z—0 z—0
>0 >0

On a de méme :
lim In(z) = +o0,
r—>+0o0
et puisque

lim —z° = —o0,
r—>+00
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le théoréme de composition des limites donne cette fois lim, o, —(In(x))? = —oco. En outre, puisque

lim e* =0,
Tr—r— 00

on obtient par ce méme théoréeme :

. — . — ln(z)2 —
e 1) = D0 ’

3. La fonction x — In(z) est définie et dérivable sur ]0, +oo[. La fonction = — e~ est définie et dérivable sur
R comme composée des fonctions = — e et x — —22, définies et dérivables sur R. Ainsi, f : z > e~ (In@)* egt
définie et dérivable sur |0, +oo[ comme composée d’applications dérivables.

Ainsi, pour tout z € ]0,4o00[, f est dérivable en z, et on a, par le théoréme de dérivation des applications
composées :
(e——ln(m)z)

(— ln(z)Z) e~ In(@)?

@ =

(In(z)) - (—21n(z)) - o~ @)

SIESS Eal e

2 In(x) o In(2)?
T

4. Pour tout x € ]0,1[, on a In(xz) < 0, donc f/(x) > 0. Ainsi, la fonction f est strictement croissante sur
lintervalle ]0, 1[. Puisque f est continue, on peut appliquer le théoréme de la bijection continue, qui permet
d’affirmer que f :]0,1[ — f(]0, 1[) est bijective, et que

ﬂmJD=]g%fuxggfwﬂ.

x>0 <1

Puisque f est continue en 1, on limg—;1 f(x) = f(1) = 1, et on a vu a la question 2 que limg—o f(x) = 0. On
<l x>0

trouve ainsi :

| £00,1) =]o, 1]

De méme, pour tout € ]1, +o0[, on a In(z) > 0, donc f'(z) < 0. La fonction f est donc strictement décroissante
sur Uintervalle [1, +o0], et puisque f est continue, on peut appliquer le théoréme de la bijection continue. Ainsi,
fi[1,+oo[ — f([1,400[) est bijective, et on a :

Ftotoch = | tim_fia).£0).

r—+00

Le sens des bornes est renversé puisque la fonction est décroissante sur U'intervalle considéré. On a, d’apres la
question 2, lim,_ 1 f(z) = 0, et comme précédemment f(1) = 1. Ainsi,

/([ +oc) =10, 1]

On trouve finalement :

£(10, +o0f) = f(10, 1[U [1, +oo[) = f(]0, 1)) U f([1, +oc[) = ]0,1[U]0, 1] = |]0,1]

Exercice 3

On considere la fonction

f:R—=>R
. <1 + z)
x — arcsin .
-z
1. Puisque z — 1 — z est continue, dérivable sur R \ {1}, et que {x € R;1 —xz # 0} = R\ {1}, la fonction
u:x — 12 est définie, continue et dérivable sur R \ {1}. On a donc :

[ Dy =Du =R\ {1}
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Détermination des limites : On a quatre limites a déterminer :

a.
_ 14z T+l
i u(e) = Hm 3= = m f
uisque limg oo +1 = 1
s lim, , pi—1 = -1
b.
i — 1 1+
x<l <l
limg s11+2 = 2
3 <l
PUSAUC Y iy 1 —2 = 0t
r<l
C.
1+
Jig ul) = Jim §—, =[]
x>1 r>1
iQ x>
puisque hmx_>1 1— o _ 0,
z>1
d. .
14z > +1
i ule) =l = =t 45 =[]
. limy oot +1 = 1
puisque { limg 4o i_ 1 = 1

Détermination du sens de variation de u : La fonction u est dérivable sur R\ {1}, et pour tout z €

A onas <1<1+ ) (1-2)—(=1)-(1+2) 2

(1—x)? (1—=)>

Pour tout € R\ {1}, on a donc '(x) > 0, donc w est strictement croissante sur les intervalles |—oo, 1|
et ]1,+oo[. On obtient donc le tableau de variations suivant :

Iy & _
u(x)_dm 1—ux

x —0 1 00
o (2) + +
+00 -1
u(z) ////’ /////
~1 —00

2. La fonction arcsin est définie sur [—1,1]. Ainsi, f est définie sur I’ensemble Dy = {x eR;—-1< }f—; < 1}.

On voit sur le tableau de variation que pour tout > 1, on a }J_r—"; < —1. Ainsi, Dy N1, 400 = 0.

Pour tout z € |—o0, —1[, on a u(x) > —1. En outre, la fonction u étant strictement croissante sur |—oo, —1],
pour déterminer {z € |—oo, —1[; u(x) < 1}, il suffit de trouver zy € |—o0, —1[ tel que u(z) = 1. Un tel z( existe
par le théoréme des valeurs intermédiaires appliqué sur l'intervalle ouvert |—oo, 1].

Pour tout x € ]—oo, —1[, on a la suite d’équivalences suivante :

14+
u(r) =1 < l—x_l
& l14+z=1—-2
& =0
Ainsi, on a, si zg = 0,
{z e R\ {1};u(z) € [-1,1]} = {z € |00, 1[;u(x) < 1} = {z € |—o0, 1[;2 <z} = |—00, z0] = | —00,0].
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Donc :
Dy =]—00,0]
3. Ona: .
. . . +x T
xll)rzloof(w) = xll)rzloo arcsin <1 — x) =|-3
uisque lims 00 123 o -1
bisd lim,,_jarcsin(z) = arcsin(—1)=—7%
De plus :
. . . 1+z s
ti 1) = fiavesin (127 ) = 5
z<0 <0
limg 50 12 = 1
puisque { .. <0~ .
limg—,1 arcsin(x) arcsin(l) = §
<1
4. La fonction u est dérivable sur R\ {1}, donc en particulier sur Dy = ]—o0,0]. La fonction arcsin est dérivable
sur |—1,1], et on a u(] — 00,0[) = |—1, 1] puisque u est strictement croissante sur | — 0o, 0[ et que ses limites

en —oo et 0 sont respectivement —1 et 1. Ainsi, la fonction f est dérivable sur |—oo, 0] comme composée de
fonctions dérivables. Donc :,

Df/ :]—O0,0[ .

On calcule la dérivée de f en utilisant les formules usuelles de dérivées des fonctions composées : pour tout
x € Dy, on calcule, en utilisant le fait que 1 —2 > 0 :

! = arcsin’(u(z)) - v/ (2) = L 2
f(iU) = ( ( )) ( ) 1—u(x)2 (17@2
_ 1 2
. (ﬁi)z(l—av)2

a 1—=x 2
S Vet (-2
9 1
- (I-2) /2 (=20

2 1 1

Vil—a)v—= |0—a)v—s|

On a utilisé I'identité remarquable (1 —2)? — (1+z)?=(1—-2) - (1+2))- (1 —2) + (1 +2)) = —4x

Exercice 4

L. Soit # € R. Ona z? + 2z 41 = (z+1)?, donc 2% + 2z + 1 = 0 si et seulement si z = —1. Ainsi, 2 — =
est définie et continue sur R\ {—1}, et pour tout € R\ {—1}, on a en outre :

z+1 1+ 1
2+22+1 (1+2)2 1+

Ainsi, z — 52— = L est définie et continue sur [0, 1], donc l'intégrale I; est bien définie. On calcule cette
x24+2x+1 14z

intégrale en utilisant les formules des primitives usuelles :

1 .
L= /0 e 1dz = [In(1 + 2)], = In(2) — In(1) = |In(2)

2. La fonction z + cos?(z) est continue et ne s’annule pas sur [—%, ﬂ, donc z — % est continue sur

cos?
[—%, %] L’intégrale I est donc bien définie. En outre, on a :

I, = /Z C()S;de = [tan(x)ﬁ% = tan (%) _ tan (_%) 1 (=1) :

Skl
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3. La fonction z — sin(z) cos?(z) est définie et continue sur R, donc en particulier sur [0, F

I3 est bien définie. Pour calculer cette intégrale, on fait le changement de variable suivant :
2
€ [O, g] —t = cos(z) € ll, \2[] .

} . Ainsi, I'intégrale

V2

La fonction x + cos(x) est dérivable sur R, et réalise une bijection de [O, ﬂ dans [1, 7} Le changement de

variable ¢t = cos(z) est donc bien défini, et on a :

dt
dt = %dx = —sin(x)dz.

Ainsi,

V2

I 2 t3 4 — /2
I3 = / sin(z) cos?(z)dr = / —t2dt = — [] = V2
0 1 3 1 12

o




