Chapitre 3 : Intégrales et primitives

1 Intégrales et primitives

1.1 Quelques mots sur l'intégrale

On considére une fonction f : [a,b] - R*. On cherche a calculer b —F]
l'aire &7 située en dessous du graphe de f noté € et entre les Z
droites d’équations x = a, x = b et 'axe des abscisses &,. Pour
ce faire, on peut approcher cette aire par des sommes d’aires de
rectangles situés au dessous de la courbe en découpant l'intervalle
[a,b] en sous intervalles [ay,, b, ] et on note <7, 1'aire obtenue. De la
méme fagon, on peut approcher cette aire par des sommes d’aires
de rectangles situés au dessus de la courbe et on note &7 laire a b a b
obtenue :

Si la limite des aires en dessous est égale a la limite des aires au dessus lorsque le pas de subdivi-
sion de l'intervalle tend vers 0 (cad lim &7, = lim 7'), on appelle cette limite commune l'intégrale de
n—+o0o n—>+00

b
f sur lintervalle [a,b] et on la note < = f f(x)dz. On dit alors que f est intégrable sur [a,b].

Remarques
a) Si f prend des valeurs positives et négatives, son intégrale sur [a,b] est égale .
a la somme des aires que forme son graphe avec l’aze des abscisses O, selon
la regle suivante : si la forme géométrique est située au dessus de l'aze des
abscisses, son aire est comptée positivement alors que si elle est au dessous,
[’aire est comptée négativement.

b) Si f est une fonction constante égale 4 m € R sur [a,b], alors a0 —

A PO =

Propriétés Soient f et g deux fonctions intégrables sur [a,b].

1. La fonction f + g est intégrable et on a

fab(f+g)(t)dt: ..........................................................

2. Pour tout nombre réel \, la fonction Af est intégrable et on a

3. 81 f>g alors



4. Pour tout c €]a,b[, f est intégrable sur [a,c] et [c,b] et on a

Remarques

— Deuz fonctions qui différent en un nombre fini de points ont la méme intégrale.
b
— Attention : [ F@) X GOt F oo

— Pour toute fonction f et tout réel a on pose par convention f f@)dt=...

b
— Si f est intégrable sur [a,b], on pose f F@)dt = oo,

a

— Grdce a ces deux conventions, on obtient la formule d’addition, dite relation de Chasles :

Va,y,z € a,b], /Zf(t)dt TP PPUUPRUPRRP

Nous utiliserons dans la suite le critére d’intégrabilité suivant :

Théoréme Si f:[a,b] > R €St .ooooiiiiiiiii e

Remarque (Autre critére) Si f:[a,b] > R €St coooiiiiiiiiiiiiiiii

1.2 Primitives : définitions et notations

Définition Soient I un intervalle de R et f: 1 — R une fonction.

. Si I est un intervalle ouvert, une primitive de f est . ... ...

Remarque Si F' est une primitive de la fonction f: I — R, toute primitive G de f sur I est de la forme :
G:I - R
x — F(x)+c¢,

ot ¢ est un réel quelconque. Autrement dit, deux primitives d’une méme fonction sont égales a une
constante pres.

Théoréme Soient I un intervalle de R et f: 1 — R une fonction continue. ...........................

Remarque Ce théoréme nous dit que toute fonction continue sur I posséde des primitives. De plus, pour
X

tout a € I, la fonction F : x — f f(@)dt est Vunique primitive de f qui s’annule en a.
a



1.3 Primitives usuelles

Fonction f(x)

Primitive F'(z)

Domaine de validité

Fonction Primitive
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2\/u
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1.4 Outils et techniques de calcul
1.4.1 Primitives évidentes

Lorsque 1'on cherche la primitive d’une fonction, on commence par regarder si celle-ci ne s’écrit pas sous
la forme u/(x) x f(u(x)), avec f(u(x)) égale a 'une des expressions suivantes (« € R) :

1 1
Vu(z) u(z)

puis on se référe au tableau des primitives usuelles.

1

1 1
cos*(u(z))” 1+u*(z)’ \/T-u?(z)

,e"® cos(u(x)), sin(u(z)), 1+tan?(u(z)),

u®(x),

Exemples Donner une primitive des fonctions suivantes :

1. fi(z)=(xz+1)*=u'(z) x (u(x))?* avec u(z) = ..ccc0eenn.. , a pour primitive
F1($) T it tattesntteenateonarioansacastncaoratcesantoonsteorarasansacarsnsoes
2. fo(x)=(dx+1)*= ... (4dr+1)% = .../ (2) x (u())? avec u(x) = cooveveen. , a pour primitive
FQ(Z’) S et ee e e eie e aie e eaaaaaas
2 uw'(z) o
3. f3(z) = = avec U(T) = coveenrnnn. , a pour primitive
() Vaz+3  yJu(x) (=)
Fg(ZL‘) e
x 4x u'(x) o
4. fa(x) = = = x avec u(x) = ooovenenn. , a pour primitive
() V2x?+3 222 +3 Vu(x (=)
F4(QJ) T LR
5. f5(x) = (62 + 1)e3* = o/ (2)e*® avec u(x) = ovvvveren. , a pour primitive
F5(l’) R TR R R P
6. fo(x) = 3xe™ = — x 10ze™ = ... u' ()™ avec u(x) = coovvnnn. , @ pour primitive
Fg(ﬂf) ettt eie et eie et e eie e ee e aie e ae e
7. fr(x) =4xcos(x?+3) = coovei cos(z2+3) = ....... u'(z) cos(u(z)) avec u(x) = .covveaee , a pour
primative
F7(l’) ittt et eie et eie e ee e eie e ee e e eaaaaaas
8. fs(z) =(2x-3)sin(z? -3z +1) = (z)sin(u(z)) avec u(T) = .cceevvvriiiinieen, , a pour primitive
Fg(l‘) e
122 +2 u'(z)
9. = =... = X S PO
Jo() cos?(3a2 + z + 5 - cos?(3a? + z + 15 * cos?(u(x)) avee u() ’
a pour primitive
Fg([[‘) e



3 1 2 u'(x)

10. fio(x) = Toaez - xm =X 20 = T+ u2(2) avec u(x) = ...... , a pour primitive
Flg(x) S et e e eie e eieeee e ie e ea e eaiaaaas
2 l
11. fii(x) = 2x36f 4;28f ;xg_ 5= Z((;;)) AVEC U(T) = oo , a pour primitive
FH(ZL') ittt tttttti ettt taetieaeeieaetieaeearattatataeritaetisaestentsnonans
2 2¢ +4 !
12. fia(z) = ;2x++4i =...x ﬁ = .. x2x++4:1: = Z((;)) avec u(T) = .oooeenn. , G pour primitive
Flz(ZL') it ttttttitti ettt taetieataieateeaeeatattatattaeritaetisaetionesronans
13. fi3(x) = ° = L = X ——— = ... x _ v avec u(x) = .......

VI-922 /1= (...)2 1= ()2 1-(u(x))

pour primitive

2 ) 2 2 2
\/—:172+6:v—8_\/ _\/ \/
' ()

=2x ————— avec u(x) = ccooverrenn , a pour primitive

1= (u(x))?

14. fia(z) =

15%5 5% 5%5

1 hol) = e Y /

u'(x)
1= (u())?

F15(.Z') S e ee e e eie e e eie e aie et eaaaaaas
7 7 7
_Z . = = =
6. Juo(@) 922+ 12x +5
=X = _wlr) avec u(x) = a pour primitive
= = T+ (a(z))? 00 W) = e , @ pour p
Flﬁ(l') T
T ST °or L
1 . = = = = ...
7 (@) x4+ 622+ 10 *
= avec u(T) = oooereenen. , a pour primitive

..... XW



3+ 3z 423 + 12z uw'(x)

18. fis(z) = e S S S Sl (2) aVeC U(T) = oo , a pour primitive
Flg(.fli) R
Sx Sx Sx u'(z)
19. = = = ... —
9. fuola) 92t - 1222 +5 1+ (u(x))? e
U(x) = o , @ pour primitive
Flg(x) T e e eie e eie e e e eie e eaiaaaas

1.4.2 Intégration par parties

On considére u et v deux fonctions dérivables sur un méme intervalle [a, b] et telles que u’ et v’ soient
continues sur [a,b]. On sait que (uv)’ = u'v + v'u, on en déduit alors la formule dite « d’intégration par
parties » :

Exemples

1
1. Calculer f ze®dx. On pose u(z) = x et v'(x) = e*, de cette fagon, v'(z) = ...... et v(x) = ......
0
Les fonctions u et v ainsi définies sont dérivables sur [0,1], u' et v’ sont continues et la formule
d’intégration par parties donne alors

2. Calculer femln(x)dm. On pose u(x) = In(z) et v'(z) = x, alors v'(z) = ...... et v(z) = .......
1

Les fonctions u et v ainsi définies sont dérivables sur [1,e], u' et v’ sont continues et la formule
d’intégration par parties donne alors

/1.6 In(@)dT = o



3. Calculer f arcsin(z)dz. On pose u(x) = arcsin(x) et v'(z) = 1, alors u'(x)

etv(x) = ...

Les fonctions u et v ainsi définies sont dérivables sur |-1,1[, u’ et v' sont continues et la formule

d’intégration par parties donne alors

f ArcSin(@)dT = oo

4. Donner une primitive de f : x — x2e* sur R. On pose u(x) = .... et v'(x) = ...., de cette fagon,

u'(x)=.... etv(x)=... On a

f BZETAL = e

L’astuce pour calculer cette intégrale qui contient une exponentielle consiste a refaire une intégra-

tion par parties pour calculer

d’ot

1.4.3 Changement de variable

Théoréme Soient f une fonction ....................... définie sur un intervalle I et p: JJ — I une
..................... telle que ¢’ soit ........................ Pour tout a,be J, on a
Autrement dit, si F est une primitive de f, alors ........... est une primitive de .......................

Voici en pratique comment on applique ce théoréme :



Exemples

Lz
1. Calculer / ] cdx en posant t = x2. Comme x — x? est bijective, continue et dérivable de .........
0o 1+x
VErs ......... , ce changement de variable est donc admissible. On procéde par étapes :
. Les bornes de l'intégrale : si x =0, alorst=.... et six=1 alorst=....

. La variable d’intégration : comme t = x2, par dérivation, dt = ...........
. L’intégrale : on a

1 1 2
'/0 1fx4dx: ..... ](; —x2de ..... ] S

1
2. Calculer /
0

dx en posant t = e*. Comme x — e* est bijective, continue et dérivable de

et +e’®
......... Vers ........., ce changement de variable est donc admissible.
. Les bornes de l'intégrale : si x =0, alorst=.... et six =1 alorst=.....

. La variable d’intégration : comme t = e*, par dériwation, dt = ...........
. L intégrale : on a

1 1 @ 1
[ Y S
0 eT+e® 0o e*(e®+e™) 0 (L) +1

8
3. Calculer f dx en posant t =/1+x. Comme x — \/1+x est bijective, continue et déri-
3

1
zV1+x
vable de ......... VTS ......... , ce changement de variable est donc admissible.

. Les bornes de lintégrale : st x =3, alorst=.... et st x =8 alorst=....

. La variable d’intégration : comme t =~/1+ x, par dérivation, dt = ..................
. Commet=~1+x,onax=........

. Lintégrale : on a
fgéd:c:....fglx;dx:....fw—:...fw
3 o/1+x 3 ¢ 2N/l+x
1
t-1)+1)

Pour calculer cette intégrale, on va décomposer éléments simples : on cherche

a,beRR tels que
1 _ e b
(t-1)(t+1) t-1 t+1 (t-1)(t+1) (t-1)(t+1) ’

ce qui amene a

—
ISEERS]
I+
S o
[l

——
> Q
| |

Finalement

|
N\
w
—~
|
—_
N’
QL
~
|
[\
z\\
w
—~
| =
+
—_
N—
QL
~

5 dt
sz (t-1)(t+1)



dx en posant t = sin(x). Comme x ~ sin(zx) est bijective, dérivable et

/4
4. Calculer / cos(z)

—rja 2 —cos?(x)

continue de ..............cc..... VETS tiveeeiiiiiiaaannn, , ce changement de variable est donc admissible.

. Les bornes de lintégrale : si x = —w[4, alors t = .............. et six =74 alorst=.........

. La variable d’intégration : comme t =sin(z), on a dt = ........ccccon.

cos(z) cos(x) _ cos(x)

. Lintégrale : = =
intégrale : on a f(x) 2 cos?(2)
on a

/‘”/4 cos(r) f7f/4 cos(x)dx /‘
————dx = = o T et et ettt e e e e aea s
—n/4 2 —cos?(x) —/4

1/2
5. Calculer / de en posant t = 1 - a2, Comme x — 1 — 22 est bijective, dérivable et
o (1-22)32
continue de ............. VETS wiveeeeeenn , ce changement de variable est donc admissible.
. Les bornes de Uintégrale : si x =0, alorst=.... et si x =1/2 alorst = ...

. La variable d’intégration : comme t =1-22, on adt=............
. Lintégrale : on a

/1/2 rdr fl/z —2xdr f dt
A AR e e,

1.4.4 Intégration de fonctions trigonométriques

On s’intéresse ici aux intégrales de la forme f sin?(x) cos?(z)dx avec p, q € Z. On différencie quelques

cas selon la parité et le signe de p et gq.

a) q impair : On prend pour variable t = ............. donc dt = .....coovvvveinne. en écrivant

fsinp(x)cosq(x)dx=fsinp(x) ........................................ dx=[ ........................................ dt.

b) q impair : Méme principe qu’en a) en posant ¢ = ...............

c) p,q >0 et pairs : On abaisse le degré en utilisant les formules :

1 - cos(2z)
2

1+ cos(2z)

et cos?(x) = 5 :

sin®(x) =
puis si nécessaire on recommence avec sin?(2z) et cos?(2z), ou on change de variables.

d) p et q pairs, I’un au moins étant négatif : On prend pour variable ¢t = .............. , cette méthode
est aussi applicable lorsque p et ¢ sont impairs.



Exemples Calculer

1. /sinQ(:c)cos2(:c)d:c: .................................................................................... ,

1 1
on trouve alors / sin?(x) cos?(x)dx = 3733 sin(4z) + C, C eR.

3 1 1
2.[C?S4(x)dx=[+ ........... dx:f—dt=— — ot +C, CeR. Onaposét=......
sin®(x) sin®(z) 3sin’(z) sin(z)
. 6 .8

3. / sin®(z) cos®(x)dz = sm6(a:) - smg(a:) +C, CeR, en posant t = sin(x).

1.4.5 Intégration de fractions rationnelles

Sauf cas particuliers évidents, comme par exemple

S5axt + 2x
J(@) = xo+a?-1
qui est de la forme ................ et qui admet donc pour primitive

le calcul d’une primitive d’une fraction rationnelle exige sa décomposition en partie entiére et éléments
simples sur R. Ainsi, I'intégration d’une fraction rationnelle, pourvu que ’on sache factoriser son déno-
minateur, se raméne a celles :

. d’un polynéme (immédiate).

. d’éléments simples de premiére espece : ——, a, A € R, v € N*.

(7 —a)

Bx+C
LT /37p7Q7BvceRap2_4q<O7ﬁEN*'

. d’éléments simples de seconde espéce : ————
(22 +px +q)

a) Intégration d’un élément simple de 1ére espéce

d
Il s’agit de calculer F(z) = f (—x, a € N*. Deux cas se présentent :
x

—q)e

.Siazl:F(m):f(xcj—za)l: ...........................................
Siaz22: F(x) = f /(az—a) """ dxzw+0:... L +C, C eR.

(z- a)a

Exemples Calculer les primitives suivantes.

6z + 1
2T e Dela forme ———— a pour primitive ................ Comme Yz e R
3x2+x+3
6x +1
S s >0 AT = i
u(w) PO ) 3 3™
2 / ( 2)2d$ De la forme ..... X RSOOSR a pour primitive
X =

10



b) Intégration d’un élément simple de 2nde espéce

Ax+ B
Il s’agit de calculer F'(x) = [ —_—
(22 + px + q)™
s’effectuer en quatre étapes que 'on va détailler sur I'exemple suivant :

dr, A,B,p,qge R, p?-4¢g <0, o € N*. Ce calcul peut

1
Calculer F'(x) = f (1:2?2—4mdx.

Etape 1 : On fait apparaitre au numérateur = + 1 la dérivée du polynéme du second degré du

dénominateur 22 -2z +3 :ona (22 -2x+3) = ..o et donc

Ainsi

f(xz_x2—+$1+3)2dx = fmdx+fmdx
H(z)+G(x).

1
(22 =22 +3)°

! 1
H(x) estdelaforme....f u(x)dx:....x— ,

Il reste alors a calculer G(x).

avec U(T) = covvevereenens donc H(z) = -

Etape 2 : On décompose le polynéme au dénominateur x? — 2z + 3 en somme d’un carré et

d’un reste :
T2 =20 43 = oo en posant ¢t =........ ,onaz?-2x+3= ...
di done G(x) f L4z devient f dt (1)
= n x)=.. | —————=dx devient .... [ ———— = .
(a2~ 20+ 3)? (o y

Etape 3 : Calcul de ¢(t) : Iidée est d’écrire (#2 +2)2 sous la forme « 02(§ + 1)27 » ol ¢ € R est
une constante.

¢(t):2[<t2it2>2:2f(2<§di1>)2:2[ ..... (....O.Z.t..u)ff (( dt)2+1)2'

On pose alors tan(f) = ............ donct=................... s dt = Il en résulte :




Etape 4 : On retourne & la variable de départ = pour le calcul de G(z) et on regroupe avec la
partie de F'(x) déja calculée.
On a posé t = /2tan(#) ce qui donne tan(§) =

2sin(f) cos?(0)  2tan(0)

sin(26) = 2sin(#9) cos(9) = cos(0) =13 an®(8) = = -

donc

) = e e
et donc
0 TSSOSO SR UPPRUPRRPR
. ) . dt
Remarque Si dans [’étape 3 on avait du calculer ¢(t) = / 35 = /
On aurait posé 0 = ........... L dt = i, , et
D) = | s

12



2  Quelques formules utiles pour le calcul de primitives

cos?(x) + sin?(z)

1 +tan?(x)
sin?(x)
cos? ()
sin(2z)

sin(x)
cos(x)
tan(x)

sin(arccos(y))
cos(arcsin(y))

sin(arctan(y))

cos(arctan(y))

tan(arcsin(y))

ch?(z) - sh?(x)
sh(2x)
ch(2x)

ch?(x)
sh?(z)
sh(z)
ch(z)
th(z)

sh(argch(y))
ch(argsh(y))
sh(argth(y))

ch(argth(y))

—_

1
cos?(x)
1 - cos(2z)
2
1+ cos(2x)

2
2tan(x)

1 +tan?(x)
2t

1+1¢2

— t2

1+¢2

—_

[\
~

—_
=1 =] |

< g0 h
< | <
] I

—_
=+
<
[\

S+
<
V)

—_
—_
|
<
N

2sh(z) ch(x)

2ch?(z) -1 =1+2sh*(z)

1
1 - th*(z)
th?(x)
1-th*(z)
2t
2
1+1¢2

—_

VreR
Ve# 5 +km kel

VzeR

VreR

Ve# 5 +km kel

avec t = tan(§), x # 7+ 2km
avec t = tan(§), x # 7+ 2km

avec t =tan(§), x # m+2km et x # 5 + kn
Vye[-1,1]

Vye[-1,1]

VyeR

VyeR

Vyel-1,1[

VreR
VreR
VreR

VreR

VreR

avec t =th(3), veR
avec t =th(3), z e R
avec t =th(5), veR

Vye[l,+00]
VyeR
Vye]—l,l[

Vyel-1,1]
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