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Abstract. This work is devoted to the computations of limit loads
for highly hetercgeneous structures, made from the agsembly of
conscituents with a limited strength. The definition of the homoge-
nized or macroscopic yield locus is recalled, and its determination
is reduced to a limit analysis problem on the unit cell. The essen-
tial features of this problem are boundary conditions of a periodic
type, and a loading by the average of a field. Three methods accoun-
ting for the periodicity relations are proposed. The loading by the
average is imposed by means of an additional node. The theory is
satisfactorily compared with uniaxial tests on perforated sheets,

and the results of numerical computations on biaxial tests are
presented.

serons, renvoyant le lecteur intfressé par plus de détails 3 HASHINZ,
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POSITION DU FROBLEME

1. Objectifs.

Ce travail est consacré 3 la détermination des charges limites de
atructures hétérogénes pEriodiques, i.e. au calcul des chargements
que peut supporter une structure constitufe de mat@riaux ductiles
présentant des contraintes 3 rupture trés différentes. Les composites
8 matrice mEtallique, les ouvrapes en terre armée ou les plaques et
cogques raidies ou perforfes, qui mous serviront d'illustration par la
suite, donnent de bons exemples de telles situations.

Les matériaux qui constituent la structure hétBrogine possiédent
un domtine de pfasticit? qui est 1'ensemble des Etats de contraintes
physiquement acceptables, et que 1'on note P{x) au point x. La strue—
ture, gqui occupe un domaine @I, est soumise 3 un chargement volumique
A proportionnel 3 un paramétre de charge L et encastrEe sur son
bord (par exemple). La charge limite ) est par définition la plus
grande valeur de A pour laguelle il est poesible de trouver un champ
de contraintes physiquement acceptable par le matériau et en &quilibre
avec Hfu :

L5 o supli|]o a(x} € P(x)

¥ x € § (comportement)
div ol{x) + .'l.ful[x} = { ¥xE

& (Equilibre)}

On peut &galement donner une définition purement cindmatigue de
A, {SALENCON!} :

2 5= mf  [f n(x,efulx))d=z / [ £ (x)uix)dx]
u=0 sur I Q i £

oil 1(x,.) eat la fonction d'appui de P(x)

(3) n{x,e) = Sup (1,2}
T E P(x)

(n remarque que T est positivement homogéne de degré 1 et singuliére
en £ = 0 . Lorsque la structure est fortement hét@rogéne (par exemple
plague perfor&e) le calcul de & par &léments finis nécessite une
finesse de maillage qui rend prGhibitif le cofit des m&thodes numéri-
ques usuelles. On cherche alors 4 remplacer le mat&riau fortement
hétérogéne par Hglpatériau "homogEnéisé" caractérisd par un domaine

de plastic&té P s de sorte que le calcul de A est remplacé par
s o [+
celui de lc

hom

(4) ;".; Phnm

= sup{a|]E Ex) € ¥xEq
div E(x) + }.fD{x) =0 ¥ x € g}

L'objet de ce travail est de décrire une méthode de calcul de Ph“l
lorsque la structure considérde est péiiodiquement hEfdroaFne

2. Homogén€isation, Méthode des moyennes.

Hous rappelons ci-dessous quelques unes des notations et des ré-
aultats essentiels de la théorie de 1'homogénéisation que nous utili-
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SANCHEZ-PALENCIAY, SUQUET“?. La structure périodigue est obtenue

par répétition d'une cellule de base notée V, et om y distingue deux
échelles - 1'Echelle de la structure, dite macroscopique et notée x,
et 1"échelle de la cellule de base, dite microscopique et notée vy.

En un peoint x macroscopique on distingue les grandeurs macroscopiques
(ou globales) gqui régnent dans le milieu homog&nEisé, (de propriétés
encore inconnues) et les grandeurs microscopiques (ou locales) qui
régnent dana le milieu hétérogéne :

E(=) 1 E(x) variables macroscopiques

o{xX, ¥} . e(x.¥) variables microscopiques.

Les contraintes et déformamons microscopiques et macroscopiques sont
liées par

ﬁipnpyjda Py f g..dy = <0, .

5) E,, =— [
] ¥l w N 1]

[
Gl | e
I ! | ]
6) E,, = — LB g A b U QT P b el
(6) gy vl gv F(ugn, +usn,)ds ¥ | s RO gTz{uln]+u]n1; 3

oii les Egalit@s de gauche sont valahles pour des constituants quel-
conques, tandis que les €pgalités de droite détaillent les Exptea%iuna
obtenues lorsque les hétErogénéités sont des troug. On a noté ¥ la
partie de V occupée par le matériau, T le trou (V = V-T), 2T le bord
du trou et < * le symbole de moyenne sur V. On montre &galement que
les champs de contraintes et de déformations microscopiques satisfont

{7} divyu = o g.n antipériodique sur 3V
(8) e{u) = E + t{u‘} * u pEriodique sur av

W 1 u fu u Lo R

g £ = —— i ;
(9) =g ex - £ Gijeij(u Iij Eij' ¥ g,u wErifiant {7) (&)

3. Domaine de plasticit€ macroscopique.

En chaque point y de la cellule de base V le matériau possiéde un
domaine de plasticité P(y) dans lequel le tenseur de contraintes
microscopiques o(y) est astreint 3 demeurer. 5a moyenne I ne peut
done &tre quelcongue. Pat di {indition du matiriau homogénéisé, celui-
€i ne pourra supporter une contrainte macroscopique £ qu'd la condi-
tion qu'on puisse associer 3 I une contrainte microscopique o suppor-
table par le matériau hétéroglne. Nous sommes alors conduit 3 la dé-
finition suivante du domaine de plasticité homogénéisé (voir MARIGO
4 al pour plus de détails) :

"= (z|Jo s oM ERY)  ¥yEV
(103 divvo(y] = 0 , d.n antipériodique {cf. (7))
<g> = L}

La ditermination de Phnm suppose donc la résolution d'un probfEme
d'analyse Limife sur fa ceffule de base, analogue au probléme (1)
mais qui compte 6 paramétres de charge (les composantes de &) au
lieu du seul paramétre ). Il convient de moter que le chargement se
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fait en moyenne, et que les conditions aux limites sont desrcondi— .
tions de périodicité. I1 est Egalement possible de caractériser P
de fagon purement cinfmatique comme intersection de demi espaces :

PO L A pE) = (2] 2 E e T E))
E s m?
E -
. *
(1) Mgy = Inf <nly,Eee(u))> = L Sup I E
- M i
u périodique I EP

4. Commentsires et notes bibliographiques.

Un exposé plus détaillé des raisonnements qui conduisent aux dé-
finitioms (10} et {11) du domaine de plasticit® peut Etre trouvé
dans MARIGD & al1® , SUQUET"‘5 . Signalons toutefois que 1'idEe d'uti-
liser les raisonmements d'analyse limite pour déterminer des bornes
sur la résistance de milieux composites n'est pas nouvelle : cf SHU
& ROSEN’, M® LAUGHLIN® , LE NIZHERY? par exemple. Les résultats ainsi
obtenus ont &té partiellement justifiés ??t une &tude asympto&ique -
rigoureuse. Plus récemment DE BUHAN & al ‘ont d@veloppé ces résultats
et leur application 3 la mécanique des sols.
. : e i hiom

I1 convient cependant de noter que le domaine de plasticité F
ne permettra une bonne détermination des charges de rupture que lors-
que les constituants du milieu hétérogéne sont ductiles. Pn est alors
assuré que tous les Etats de contraintes I intérieurs 3 P sont
réellement supportables par le milieu hétérogéne. On &carte ainsi la
plupart des composites 3 fibres #fragifed, et on explique de cette
fagon les résultats décevants qu'a pu cbtenir 1'analyse limite dans
ce type de leis de comportement pour lesquelles elle n'est pas adap—
LEe.

METHODE DE CALCUL

La résclution numérique des problé#mes d'analyse limite (10) ou
{11} comporte trois difficultés

) les conditions aux limites intervenant dans (10) et (11} sont
des conditions de périodicité.

b) le chargement s'effectue en moyenme : dans (10) on contrile E
moyenne des contraintes, alors que dans (11) on contrle E qui est
en général la moyenne des déformations, ou dans le cas de perforations,
une intégrale de surface des déplacements.

e} il ¥ a peu d'algorithmes permettant de résoudre directement
les problémes d'analyse limite : 1'approche par champs de contraintes
statiquement et plastiquement admissibles se préte mal & 1'emploi
d'éléments finis en diéplacements, tandis que 1'approche par champs
cinfmatiquement admissibles fait intervenir la fonction m qui n'est
pas différentiable en 0 et qui est seulement A croissance lindaire.
Mous eontournons cette difficulté en résolvant un probléme d'évolu-
tion #lastoplastique qui domne asymptotiquement le chargement limite
cherchié.

Hous considérons ici chacune de ces difficultés prise séparément.
En pratique, lorsgque les solutions retenues sont itératives, on
couple les itérations assocides A chaque difficulté pour accélérer
la convergence,




&0

1. Conditions de périodicité.

Un probléme Elastique avec conditions de périodicité s'écrit
aprés discrétisation par Eléments finis

(12) VKU = vIp VVtelquePV¥=0 ; PU=0.

U= (U :Up,05) est le vecteur des degrés de liberté de dimensiom N,
U, et sont les M composantes de U liées par les M conditions de
pgrindigiti, P est la matrice (0,Id,-Id) de dimension M x N exprimant
les conditions de périodicité. (12) est &quivalent au problime de
minimisation sous contrainte

-
(13) Inf % vy - vIF VV:EV=0
dont la résolution peut 8tre effectuée par diverses méthodes parmi
leaquelles nous retencns la pénalisation, 1'#limination, 1'utilisa-
tion d"un Lagrangien.

minimisation sans contrainte

k

Inf % ?TK‘F + |_2|:| "l"TPTP'U' = 'UTF ¥VE JRN
ol le choix de l'chﬂfant k nécessite quelques précautions. Les ter—
mes diagonaux de 107P'F doivent &tre 10° & 108 fois ceux de K pour
assurer correctement 1'égalité PU = 0 sans provoquer toutefois un
mauvais conditionnement de la matrice de rigidité totale. Ceci sous
entend que les termes diagonaux de K sont du mEme ordre de grandeur,
ce qui s'avire faux lors d'un calcul Elasto-plastique ofi la raideur
des Eléments plastififs est tris petite devant celle des &léments
élastiques. La matrice ‘est alors d"autant plus mal conditionnée qu'on
&'approche de la charge limite, et la méthode est donc mal adaptée 3
notre objectif. Ajoutons que la pénaliszation affecte fortement la
largeur de bande de la matrice de rigidité qu'il est alors nécessaire
de stocker en suivant sa ligne de ciel.

profit des d.d.1. Uy (U, et U, sont lifs par les relations de périe-
dieité). Le systdme"2 TEHDUdrB, qui s'@crit initialement

“{,1 K12 K 1 ¥
(V),V,,V3) K+2 K%z 8 Uy| = V).V, | Fy | ¥ v,v,=v,
K13 Fa3 By Uy Fy
et U, = Ua. est Equivalent 3
el i b I 0 U, F\
T T T
T T R L d D ket aldee
0 0 Id Uy U,

En pratique on résoud le systéme (14) avec pour second membre
iFl,F2+F3,0} t on trouve les composantes Hl et U, de la solution,
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puis on affecte la wvaleur U, & U,. Cette méthode ne pose pas de
probléme de conditionnement et c®est celle que nous avons utilisée
lors des calculs Elastoplastiques. Elle affecte cependant la largeur
de bande du systéme et 13 encore un stockage ligne de ciel de la
matrice de rigidité 5'avére préférable.

e} Lagrangien. On intreduit le Lagrangien associ& au probliZme (13)

L{V,u) = % viEY - VIF + VOB, ,
dont on cherche un point selle (U,A) € B x &Y par un algorithme
classique de type Uzawa : i) A" € arbitraire

L étan& connu, o PHis 2 santH calculés par
il L{o ) s L{V,A) ¥ VERW

n+l n n
iii =1 + PO el 1L
iii) A o Pa
Ces deux dernigres relations sont équivalentes &

(S R, v, Ay pnpu“ <

de sorte que chaque itération ne nécessite gqu'une seule r8solution
avec matrice de rigidité K, qui n'est autre que la matrice de rigi-
dité usuelle creuse. (n &vite ainsi les modifications des méthodes
préciédentes qui affectent la largeur de bande du systéme, avantage
que 1'on paie par la néceasité d"itératioms. Le choix de p  se fait
en interprétant (15) aprés €limination de Un, comme un algorithme

de descente sur le probl&me dual de (13). On utilise alors 1'alge-
rithme de gradient conjugué qui permet la détermination explicite

de p_. La forme particuli®re de la matrice P apporte des simplifica-
tion? notables dans 1'algorithme c)dont on trouvera tons les détails
dans DEBORDES & ai'?. Les essais numériques effectus - ont montré
la supBriorité de la méEthode de Lagrangien lors de la rEsolution
d'un probl2me Elastique (facteur 50). Cependant pour un probléme
d'évolution le nombre des itfrations est multiplié par le nombre de
pas et donc augmente considérablement le cofit de la méthode, par
rapport aux deux premi¥res méthodes oil, une fois la matrice de rigi-
dit# factorisfe,les résolutions 3 chaque pas sont peu cofliteuses (2
condition que le probléme puisse Btre traité avec une matrice de
rigidité constante).

Z. Chargements en moyenne par contraintes ou déformations macros-
oplques.

Un probléme Elastique avec contrainte ou déformation macroscopi-
que donnée s'ferit

g = aefu) = a(E + E(u‘}} i divg=20
(16) [ %
+ conditions de périodicitd (7 ) (&),

oifl E oL & = <o> est donnée, Lorsque la déformation macroscopique est
donnée elle apparait comme 1'oppos€e d'upe déformation d'origine
thermique connue, que la plupart des codes de calcul peuvent traiter
comme telle. 5i on utilise un code ne présentant pas cette possibili-
£, il est facile de se ramener 3 un chargement concentré, en d&ecri-
vant (16} sous la forme
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divy(aa{u"‘n = - div_ (aB)
+ conditions de périodicité

E #tant un temseur constant, et & &tant constant sur chague consti-
tuant le terme div_(aE) est une masse de Dirac (i.e. un chargement
concentré) d'intenfité [2] E a sur les interfaces entre hétErogéndi-
tés.

La prise en compte d'une contrainte macroscopique donnde est plus
délicate car E devient une inconnue du problZme. Il est possible de
traiter le probléme (16) avec la condition <g» = E comme un probl&me
avee confradinte, en utilisant pour cela des méthodes classiques
{pEnallsatlnn, Lagrangien...). Mous pré&férons une approche dont le
contenu mécanique est plus, riche. Appliquoms 1'&galitg (9 ) & o et
auccea.&].\remcnt & un champ u p@riodique et & unm champ u affine
l[u = y ). Alors :

-\:aE{u*}f.{:;}> +E "EE{&}} = ) ¥u périodique
17
i <a5[u¥}>E + «a» E E = f E ¥ thE ®E

Aprgs discrétisation par #léments finis ce systéme devient
ST K2 ) oL 8
(18) ( T - _
Kiz KZI E L
oil IJ* désigne le vecteur des degrés de libert@ (compte tenu des rela-

tions de périodicité), et ol K K et KZE gont les matrices de ri-
gidité assocides aux formes bilin€aires

(uﬁ.ﬁl + <ac(u™e@)> , (V,E) + Bcac(u)> , E,E + <a> E gL

Mous voyons apparaitre sur 1'Egalité (18) la vraie nature des degrés
de liberté d'un champ de déplacemenis sur la cellule de base : ce
sont d'une part des d.d.l. locaux U (pEriodiques), d'autre part des
d.d.1l. globaux E. On voit de plus sur (18) que les forces associfes
aux d.d.l. E sont les contraintes macroscopiques I. Le chargement en
moyenne devient alors un chargement classique, et imposer une défor—
mation ou une contrainte macroscopique sur (18) ne présente pas plus
de difficultés que d'imposer un dfplacement ou une force dans un
probléme classique.

En pratique la formation de la matrice de rigidit# (18) se fait
automatiquement en adjoignant & la structure discrétisée un noeud
fictif supportant les 6 d.d.l. globaux E. Ce noeud est ajouté 3 la
table de connectivité de chaque #lément, de sorte que le vegteur i
des d.d.1. de 1'&lZment e est automatiquement remplacé par U®= {UE E).
On substitue aussi 3 la matrice B de la relation TE] % 8] [u] ,
matrice [B] = ([B],Id) de sorte que la déformation généralisée s Ecrlt

8] = BI[6° - [1[°] + [E] -
Puis 1'assemblage de [E?]T [a] [E®] permet la détermination de

Kjpe Byg ot Kype
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De méme le vecteur des forces généralisfes est automatiquement
remplacé par le vecteur

%] = | [B)7[e] = f B[] & f [6])

dont la deuxi#me composante est 1'intégrale de o sur 1'é#lément.
Aprés assemblage on retrouvera pour seconde composante 1'intégrale
de ¢ sur la cellule de base, ce qui est conforme & (18).

3. Probléme d'analyse limite sur la cellule de base.

Comme cela a &té dit en préambule, la résolution directe des
problémes d'analyse limite (10) ou (11) est délicate, et nous prié-
férons résoudre un probléme d'évolution pour un matériau mod2le
élastique parfaitement plastique possfdant le méme domaine de plasti-
cité F(y) que le matEriau hétérogéne initial, ob&issant 28 la régle
de normalité&, et dont les propriétés &lastiques peuvent &tre choisies
arbitrairement.

Probléme d'&volution Elasto-plastique.
Le matériau mod&le a pour loi de comportement

(19) 56y = aly) (Gily))-EP(),EGr,00Mc 0, EP(y) = & Liy,aty)

ol on a supposé qu'd P(y) pouvait &tre assccife la fonctiom seuil
f(y,0), et oll le multiplicateur plastique j satisfait les conditions
classiques de positivité.

L'évolution £lastoplastique considérée se fait en respectant la
forme générale des champs microscopiques

dive =0, g.n antipériodique
(m} * *
=E.y +u ¥ u  périodique.

De plus selon que 1'on désire résoudre le probléme (10) ou le problé-
me (11} on impose la contrainte macroscopique ou la déformation
macroscopique. On remarque qu'en vertu de la régle de normalité la
solution (o,u) de (19)(20) a la propriété variatiomnelle :

(21) <A o =0 2 <e(Slig =05 @ (B - UE
pour tout U* vérifiant {2[!)[ et cr*{-jr_]E P(¥) pour tout ¥.

Hotons de plus que par définition du domaine de plﬁ&tlﬂltﬁ macros=
copique, I et figurant dans (21) sont &léments de P

Diformation macroscopique imposée.
Le systéme B résoudre est conatitué des Squations (19)(20) , et de

(22} E(t) = t E° oil B° € R? est donnge.

Lorsqu'on fait tendre t vers += deux cas peuvent se présenter :

a} aft,y) atteint une valeur limite o _(y) et 5 tend denc vers O,
D'aprés (21) on a

(N SIS g0 vIte M 1 e o e R




{23) montra que 'hum{Enﬁ = (E'.EWL De plus il est facile de wvoir que
£, est sur le bord de P O® ot que celui-ci admet E° pour normale
extérieure en ce point.

b) o(t,y) ne converge pas. Alors frham(]'?.'} = +=, Il n'y & pas de mode
de rupture de la cellule de base correspondant 3 une vitesse de défor-
mation macroscopique E

Contrainte macroscopigue imposée.
Le systéme 3 résoudre est constituf des Equatioms (19)(20) et de

(24) Z(t) = A(c)I® : I®* E(t) = ¢

-
{2-&}. exprime que IL(t) est parallale & Eg, tandis que (24), fixe de
fagon implicite son module. Ce chargement est préférable au charge—
ment E{t) = tE® ecar il permet un meilleur contrdle du chargement au
volginage de la charge limite. Lorsque t tend vers += deux cas peu—
vent se présenter :

a) A(t) a une limite A_ . E(t) a alors une limite ﬁm et gt} tend
vers O. On voit sur (21) que de plus

(25) <k.a¥-r ) g0 vl el . STipr e BT,

¥

{25) montre que I_ appartient au bord de phpm qui admet ﬁm COmme
normale extérieure en ce point.

b) A(t) n'a pas de limite . Le domaine th est alors non born& dans
la direction E°.

4. Implémentation numérique.

La résolution numérique des probl2mes £lastoplastiques ci-dessus
se fait par un schéms implicite en temps, ce qui &vite les dépasse-
mente du critére de plasticité. Pour fixer les id@es nous d@crivons
la procédure assocife au probléme 3 déformation macroscopique imposée.
A chaque pas de temps 1'#tat {u,0) Etant connu le probléme en accrois-
gements que nous devons résoudre s'écrit

af A il
efhy) = Abo = AR — (o + A0) (h=a )
(26) da 4

div}l(ﬂ.u] =0 , e(su) = AE + e(du ), conditionsde périodicité

ol AL vErifieEféaE1 désigne 1'incrément Elastique de contraintes) :
« 81 f(otho ) <O alors AL = 0 (régime Elastique) ,

« 8inon f(o+da) =0 .
Soient K et §5° 1'ensemble des incréments de contraintes respective=-
men t plastiqugﬁgnt et statiquement admissibles

E={t | £(o+r) 5 0}, s;&r- {T|di\ry'r = 0, 1.0 antipériodique}
La solution Ao de (26) a la propriété wariationnelle suivante
(27 Min BRI
T€ KN 5§
per
Le probléme dual de (27} s'@erit
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(28} Min & cjledu)) > y ol
hy = %E.:.r + fu

pu péEriodique

Epe e e S -;- ATT
T & K
On introduit le Lagrangien augmenté associé a (27) et (28) (cf£.!%)
L (v,e,T) = <j(e)}> + <1(e(v)-e)> + 5<ale-e(v)) (e-e(v))>
dent on cherche un point selle (fu,e{iu),Ad) :
L, (fu,e(bu) ,€) & L (v,e,7) ¢ L (v,e,b0)

* * o
e et T quelconques, v = AE.y + v , v périodique.
La recherche du point selle est effectude par un algorithme d'Uzawa :

ﬁu“,ben,ﬁu" ftant connus
I i n
[ At - Arg min, L_(v,be ,&un)
T
v=AE y +v

= + 1
.:-.En+] = Arg min I.t{ﬂ.un ,a.ﬂcn)

e
t 0™ = ac® + plac(aa™") - a 2™
En pratique l'algorithme s'Ecrit
rj_‘}l.ﬂ.u'nﬂ, champ périodique, est solution du probléme Elastique
‘n+‘)ﬂ(v')> = —r<aﬁEe(v’}#+r(raﬁen-ﬁﬂn}E(vF}}
=+ |

o n+|
pour tout v pEriodique. On pose Au = AE.y + Au .

11) 87! ase défini per

r<ag(u

efa vy & % ang” - LE TV o M Y
. %i f(u-FT£;-aEiﬁun+‘} +T§£ﬂﬁn} < 0 alors &% =0
eiiing FABF AT ) AT
1147 5 e L 0P o e M e Realt
iv) £0n+1 = At o+ aa(e{ﬂu"+Ij-—he"+1}

Cet algorithme de Lagrangian augmentf nécessite le stockage d'une
quantité intermédiaire (2e™!) que la m#thode de Newton Raphsom n'u-
tilise pps, mais s"est avéré deux fois plus rapide lorsqu'on choisit

'r’-f.l'-E.

COMPARATSON EXFPERIENCES [/ CALCULS

Les caleuls ont &té effectufs sur des plaques perforfes sollici-
tées en contraintes planes, et sous des chargements uniaxiaux tout
d'abord, puis biaxiaux.

I. Chargements uniaxiaux.

La méthode proposée est testée par comparaison avec une série
d'expiriences, menfe par LITEWKA & all® |, sur des &prouvettes décou-
ples dans une tdle d'aluminium, dans laquelle ont &t& prEalablement
usinfes des cavitfs fortement orientées et réparties de manidre




périodique. Des essais de traction simple jusqu'd rupture effectuds
pour différentes valeurs de 1'inclinaison o entre la direction de
traction et la direction de perforation mettent em Evidence 1'aniso-
tropie &lastique et plastique de la téle perforée. Nous allons voir
que ia th#orie présentée ci-dessus permet de retrouver par un calcul
sur une cellule de base, les valeurs des charges de rupture ainsi

' = 1
que 1l'allure des modes de rupture relevés par LITEWEA & al'" .
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Essai de tiactinn sur plaques b. Courbes contraintes déformation
perfarEts]' en fonction de 1'inclinaison a.

- Figure 1 =

Dans 1'expérience considérée, le tenseur de contraintes macroscopiques
I imposé lors d'une traction selon une direction d'inclinaison o
a'exprime dans les axes (1.2) 1li#s & la cellule de base par

sin’o sina cos o 0
E= 3 | sinacosa  cosla Q] = AE%{a)
0 (1] 0

67

[r 4 i} Vi
I% A Z%al) g oo

%

= Figure 2 -

La résolution du probléme E€lastoplastique, 4 direction de contrainte
macroscopique donnfe, est effectue sur la cellule de base maillée
par Eléments finmis Pl. Les caractéristiques de 1"aluminium sain sont
déterminées & partir des donnfes expérimentales (Figure 1)

(29) E, = 69 550 MPa , v_ = 0.337 , o = 159 MPa ,

oli ¢ désigne la valeur maximale de la contrainte Equivalente. Le
matériau modéle utilizé pour le calcul est Elastique parfaitement
plastique, isctrope, ob&it au critére de Von Mises et ses caractéris-
tiques matErielles sont donn@es par (29). On trouve sur la figure 3
les courbes contrainte longitudinale [/ allongement longitudinal cal-
culées pour le matériau modéle par résolution du problzme (19)(20)
(24) sur la cellule de baee, avec conditions de périodicité. Les
valeurs des contraintes maximales déduites de cette fipgure sont en
bon accord avec les valeurs observées expérimentalement. On constate
une forte sensibilité des contraintes de rupture 3 1'inclinaison des
perforations, avec un minimum de részistance aux environs de o = 60°.

Adw,

Modidisation da Valuminium sgin -
LY = 10 +

.04 I
as 0 * Ada)fe,
R \. \
W b
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La comparaison entre modes de rupture observés et calculés est
&galement bonne, comme l'atteste la figure oil les zopeg syad £ subi
ont &té ha-

une déformation plastique 8quivalente supérieure a 10
churées.

caleul o =457 Expérience

= Pipure & =

3.2 Chargements biaxiaux.

Les plaques considérées dans ce paragraphe sont_suuuises E: ?es
afforts biaxiaux dans leur plan. Elles sont affaiblies par un réseau
de perforatioms circulaires disposes aux nocuds d'une grille de

maille carrée. On cherche dans le plan des sollicitatioms {EA}'EEE}
T le domaine des chargements
E22' supportables par la struc-
o o a ture. Le calcul est effec-

tué comme précédemment i
l'aide d'un matEriau modéle
Eélastique parfaitement

plastigque, sur la cellule
g de base avec conditions de
O—— &) piriodicité. Les deux

Lk

stratégies de calcul exposfes au §2 ont Eté testées, sur des codes
différents et indépendants

a) direction de contraintes macroscopiques £° imposde dans le plan

(£ 1:E59) « L'algorithme exposé au §2 a 8té implanté dans le code
Al iéﬁ.ﬁi i EDF/DER/MMHN.

b} direction de déformations macroscopiques E° impos&e dans le plan
(Elf,EER)‘ L'algorithme exposé au 47 a &t implanté dans le code MEF
ay L.M.A.

On a porté sur la Figure & les résultats des deux calculs pour
diverses valeurs de la porosité (2R/d = 0.3, 0.5, 0.7). Les &toiles

pleines sont les résultats de calculs selon un trajet de déformation
impos€e (dont la direction est domnnée par la fl¥che), et les &tciles
vides sont les résultats de calcul selon un trajet de contrainte
impose.La concordance entre les deux calculs est bonne ce gqui montra
que les deux stratégies sont numériquement fquivalentes, et que le
choix de 1'une ou de 1'autre se fera plutdt selon les commodités
d'implantation ou les caractéristiques du probléme 3 traiter.

EH/E‘JD matériau vierpge

- Figure 6 - = .

On observe la formation d'un point anguleux sur la fromtidre du
domaine de plasticit? macroscopique, alors que la frontigre du maté-
riau vierge est une ellipse. Dans le 1/4 plan £,, 20 , E,, 2 0 le
critére macroscopique rappelle d'ailleurs fortement un critére de
Tresca, tandis que dans le 1/4 plan I, £ 0, I,, 3 0 1'allure est plus
proche de celle d'un crit®re de Von Mises. Il ne s'apit pas cependant
d'une frontiBre d'équation quadratique : aux trés fortes porosités
(non figurdes icl) un point anguleux se forme Egalement sur la 2°7¢
bissectrice et le domaine de plasticité macroscopique se rapproche
d'un carré. Pour comprendre la formation du point anguleux on peut
remarquer qu'une telle singularitd est liée 3 la non unicité du
tenseur de vitesse de déformation macroscopique, et donc 3 la non

wndeitf du mode de rupture lorsque 1'&tat de contraintes est en ce




0 1

point singulier. Cette mon unicité est faci-

lement concevable : lorsque la porosité de-

vient suffisante le comportement de la cellu-— L
le de base se rapproche de celui d'un ré@seau

de band~s horizontales et wverticales (cf.
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