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Evolution Quasi-Statique des
Milieux Visco-Plastiques de Maxwell-Norton

M. Djaoua, Tunis, et P. Suquet, Montpellier

Communicated by J. C. Nedelec

In this paper, we deal with the existence and unicity of a solution of the Maxwell-Norton
quasi-static problem. Some fundamental results concerning the functional spaces are first recalled.
Then, by an implicit scheme, we obtain a discretized problem which is well-posed. By monotonicity
techniques, we finally prove the convergence of the discrete solutions to the solution of the initial
problem.

1 Milieux Dissipatifs de Norton

Un modéle couramment utilisé pour décrire le comportement des milieux
elastiques viscoplastiques est celui de Maxwell-Norton dont une généralisation a
été proposée par Friaa [1]. La loi de comportement des milieux étudiés ici est:

doyy

[‘%9 Y A>0.

+ Ala®? s

(1.1)  e;(v) = Ay

g et v désignent le tenseur des contraintes et le champ de vitesses dans le corps;

= (Ajjp) est tenseur de compliance élastique du matériau; |. \n9 désigne la nor-
me sur R;’, espace des tenseurs 3 x 3 symétriques. De plus, les notations suivan-
tes ont été utilisées:

1 /0v dv;
a®) =+ (E}xl ox; )
!

1
Tr(o) = 05, o =05~ ?Tr(a)ﬁij.

(1.2)

On ajoute 4 la loi de comportement (1.1) les équations d’équilibre et les condi-
tions aux limites et initiales:

a3 9% .y pab damn, dive + f=0 dans@,
0x; en bref

(1.4 oyn; = Ff' surdQg, o-n=F surdQp,
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1.5 v, =V? surdQy, v=V? surdQy,
en bref
(1.6)  ajli=0 = (g0)y» ag(0) = ap.

Q désigne I’ouvert borné et de classe ¢ qu’occupe dans R le corps étudié.

2 Quelques Résultats sur les Espaces Fonctionnels du Probléme
On adopte les notations suivantes:

Fl9 espace des tenseurs 3 x 3 symétriques (indice s). Le produit scalaire
et la norme sur R sont notés (¢, meg et|&|re-

H = L}Q); = {r = (tp)y 1y = Tji, Ty L2(Q)) .
H est un espace de Hilbert pour le produit scalaire
21) (o,0)p= jayr dx .

On note | - | la norme correspondante.
X, ={t=(tp), 1y = 15, 15 LP(Q), Tr(z) e L'(Q)} .

X, , est un espace de Banach lorsqu’on le munit de la norme

D,
D
2.2) |zllx,, =lI7" lzr@g + I Tr@ [|zr) -
Pour1 < p,r < +o,ledualde X, , est X, - (cf. [2]), et pour 1 < p,r < + oo,
X, est réflexif.
Ups = U = (U)1<ic3, e LY(2), e(w) e X, 5} .
U, s est un espace de Banach lorsqu’on le munit de la norme
(2.3) H“”Uqls = ||t4]|za(@p + ||ED(“)||LG(Q)§‘ + || Tr(e @) | zs0) -
Z,, ={oeX,, divee L”(Q)°.
Les espaces 2, , et U, ; ont été étudiés en détail par Geymonat-Suquet [2]. Nous
rappelons ici, sans démonstration, les résultats essentiels de [2], [3].

Théoréme 1 (Inégalité de Korn dans Wl'q(9)3) Soit Q un ouvert borné de classe
#*. Pour1 < q < +o, U, estégala Wl’q(Q)3 , et il existe deux constantes ¢, et
¢y > 0, relles que

crl|ullwraep < llully,, < callullwiaep -
Pours > g, U, est donc inclus dans W'9(Q)*:

(2.4) U, = {ue W"9(Q)*;divu = Tr(e(w)) e L°(2)’} .

Par les théorémes classiques de trace [4], il existe une application trace y linéaire
continue et surjective de W"9(Q)’ sur W'~ /%9(8Q)?, et par conséquent de Us.;
dans W'~ 1%9(3 Q). Pours > ¢, I'inclusion de U, dans Wh4(Q)3 étant strlcte
on peut se demander si I'information div# = Tre(u) € L°(£2) ne restreint pas
I'espace des traces de U, ;. Il n’en est rien comme I’établit le théoréme suivant:
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Théoréme 2 Soit Q un ouvert borné de classe %*. Pour1 < g < 5,1 < g < + o,
I’application trace y est linéaire continue et surjective de U, ; sur w'-Vea50)>.
De plus, il existe un relévement continu de w1499 0Q)° muni de sa topologie
usuelle dans U, ; muni de la norme (2.3).

Par un raisonnement de dualité, on en déduit le

Théoréme 3 Soit Q un ouvert borné de classe #* et1 < r < p < + . Pour tout
tde X, ,, on peut définir le vecteur de composantes t;n; dans W~ Yrr(aR). On
a de plus la formule de Green

aT..
(2.5) ff)':,-J,-ez,-‘,-(t‘r)dx + é 5 ” wdx = 659 tmudl, vieZ,,, vuelU, .,

Xj

o p' et r' sont les exposants conjugués de p et r:

p' = I From B,
p—1 r—1

Ces theoremes de trace nous permettent de posser, pour f € L (@)%,
Fle W PP(30), Ve Wl_l?"(ag)-'*:
U, (VY = {ue Uy, u= Ve sur 9Qy)s
ijr(f,Fd) ={teX,,, divt + f=0 dans £,7-n= F? sur 8Qp.

Proposition 1 Soit Q un ouvert borné de classe 2, 1< g< 5 < +o»,
mes(82y) > 0. Alors sur U, ;(0) la quantité (2.6) suivante définit une norme
équivalente a la norme de U ;:

D .
2.6) |lully,, 0 =lle@llx,, =le” @@, +1div el -
Proposition 2 Soif Q un ouvert borné de classe ¢’ ee X;s1<g<s< +o.
Alors, il existe u e U, (0) tel que e(u) = esiet seulement si:

(2.7) [rye;dx=0, vreX, (0,0).
Q
Dans toute la suite de ce travail, I’exposant p sera celui de la loi de Norton

(1.1), g sera I’exposant conjugué p’, r et s seront égaux a 2. On suppose, de plus,
que p = 2:

28) p22, g=p' =—2—<2, r=s=2.
p—1
Lorsqu’aucune ambiguité ne sera possible, nous supprimerons les indices p, g, I,

s, dans les différents espaces X, ,, Uy 2 - - -
Pour & e R?, on définit le potentiel de force local ¢ du matériau par:

0O =21k @G>0
y

et pour g € X, on définit le potentiel de force global @ par
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®(g) = Sj}(o(a(x))dx = igjj]aD(x)lﬂ?dx.

@ et @ définissent des fonctions convexes, partout différentiables sur R? et X. De
plus, leurs différentielles vérifient

(2.9 (voeX), a@(a)(x):aw(a(x))=uaD(x)]ﬁ?—zaD(x)p.p.er.

3 Existence et Unicité d’une Solution
On fait, sur les coefficients A, les hypotheses classiques:
Ajien = Ay = Ajiten s
(H1) Aynel”(2):3>0, |Ajn()|< B p.p.xef,
30>0,  Apalilm = alélRe, vieR].

De plus, les hypothéses faites sur les données f, Fd, V“', a’, Q, se déduisent des
suivantes:

1l existe un champ de contraintes y vérifiant

(H2) xe W (0,T;X);
(NeXZ(f(0),F(1)), viel0,T];

Il existe un champ de vitesses v vérifiant
(H3) < 8e W*™(0,T;U);

(N eUVi(), vtel0,T];
(H4) goe Z(f(0), F1(0));
(H5) £ estunouvert borné de classe %>, mes 82, > 0.

Théoréme 4 Sous les hypothéses (H1)—(HS) ci-dessus, il existe une unigue
solution (g,v) du probléme d’évolution (1.1) —(1.6) possédant la régularité:

oe W20, T;H) n L7(0,T:X), vel*0,T;U).
Preuve: On se raméne tout d’abord a un probléme homogéne; en posant
Gg=0— ¥, v=0v -0, g:s(ﬁ)-Adix,
d¢
le probléeme devient:
Trouver (g, v) vérifiant:
do

A— + dp(d + x) = e(v :
3.1 7 p(d+ x)=¢(®) +g dans Q;

dive =0 dansQ, 6-n=0 sur 8Qp =0 sur 0Q:
G(0) = ag=ag— x(0).

On se propose de résoudre (3.1) par un schéma implicite en temps.
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3.1 Schéma implicite

[0, T] est divisé en Nintervalles [#,, [, . 1] delongueur ot = T/N, &, = ndt.
Pour une fonction » définie sur [0, 7], nous notons x,, pour x(#,). Le schéma
implicite considéré est le suivant:

0,1 etant définie par récurrence,
trouver @, € 2(0,0), 9, € U(0) vérifiant

3.2
G2 AG, — AG,_;
t

+ am(&n + Xr:) = E(ﬁn) + gn p.p.XE.Q @

On résoud tout d’abord (3.2) en contraintes seulement: en multipliant
(3.2) par T € X(0,0), on obtient, compte-tenu de 1’orthogonalité entre U(0) et
2(0,0) (cf. (2.7):

(A% =A%t a4 [ (BB + xn)s DX = [ gy,
(3.3) Q ot Q Q

v1eX(0,0), g,e2(0,0).
Le probléme (3.3) admet, pour chaque n > 1, une solution unique rendant
minimum sur 2'(0,0) la fonctionnelle

(.4) TG = Min Jo@ = —— [ (An,1)dx + [ 9 + xp)d
1€2(0,0) 20t @ Q

1 _
- fgrdx — | —(Ag,-,7)dx.
Q Qdt
(0,0) est un sous-espace fermé de I’espace réflexif X sur lequel la fonctionnelle

strictement convexe J,, vérifie, en vertu de (H1), (H2), (H3):

lim Ju,(r) = +oo,
Izllx— +e

ce qui assure I’existence et 1’unicité de &, solution de (3.2). L’élément e, défini

par

e, =—2 """ +0¢(Gyt+ Xn) — n
ot

vérifie
(3.5) e,eX’ (rappel X = X, ,, X' = X;2);
(3.6) [e,rdx=0, v1eX(0,0).
Q
En effet, (3.6) résulte de la définition de &,. Quant & (3.5), on note que g, € X,

donc G, + xn € X (hypothése H2) et donc dp (G, + x,) € X' = (X,2) = Xpa.
D’autre part,
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Ag, - Adg,_4
ot

et g, € X’ (hypothéses (H2), (H3) et définition de g), ce qui prouve (3.5).
La Proposition 2 montre alors qu’il existe ¢, € U(0) tel que

eX=X,,CX;n=X (p=2=q, Qborné)

e, =¢(0,).

Le couple (G, ,) ainsi défini est I’'unique solution de (3.2) (I'unicité de G, résulte
de la stricte convexité de J,,, I’unicité de o, résulte de celle de ;).
On pose

(B.7) o,=06,+ xn€XZ(fuFD;: v,=10,+ b,eU@Y).

Pour une suite (%,); < »<» dans un espace vectoriel, on note xy(f) son interpolée
affine en temps, et x7(f) la fonction en escalier définie par cette suite:
I = tn—l .
xN([)=(%n_Xn—l)—+Xn7]! VfE[f,,_j,tn],
n— In-1
xN(t) = xp_q st telty_q.t4l.

v z - e _ *
Nous allons nous intéresser au comportement des suites gy, op;, Gy OGNy DN UN

lorsque N tend vers + co.

3.2 Estimations a priori

Estimations I Multiplions (3.2) par d¢&,. Aprés usage de I’orthogonalité (2.7)
entre U(0) et X(0,0), et sommation de 1 a m, (m < N), des égalités ainsi
obtenues, il vient

3.9 Y [(46, - AG,_1.Gdx+ T [61(80(G, + xn),6,)dx
n=180

1 n—-18

0t(gn, 0y dx.

N aok

=1
n=10

Par convexité du potentiel @, on obtient
DG, + xn) — Pxn) < fg(aw(&n + Xn)Gp)dx.
D’autre part,

1
(A, — AGy_1,6,) > %(Ac‘r,,,c%n) - A5, 1,5,

par suite, (3.9) devient:

Golr + L 01D (x,)

n=1

a | _ o _ AL
_‘Gml?ﬂ'g_|am‘}¥+ Y 0td(o,) <
2 2, n=1

(Y RN

m
+ ElafH Inllx 1Gnllx -
G
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Mais, par (H2) et (H3), ge W!>(0, XY, xe WZ“”(O, T;X) et donc
| gnllx1G,llx < c1(||anllx + c2) -

Mais

(3.10) |loullx < loXllx + |onla,

i Ty X g o aas
et en utilisant I’inégalité x'” < = + #Y?~Y v 4 > 0, on établit
i

n

3.11) (|62l < AP (a,)P < AV (M N q“w-“>, vn>0.

On choisit 7 = ¢; 'A =7 de sorte que
D
Cllian HX < @(Un) * 3.

Finalement,

" i m
E 6[||gr1”X'H5u”Xg Eléfqﬁ(an)—)— Cy Zlgt'aniH+C5'
n=1 n=

n=

Au total, on obtient
- 2 ni - 12
|UiJ?FH‘~<~. Cg -+ Cy 21 5t|gr1'H'
i
Par une version discréte du lemme de Gronwall, on obtient
- 3 ¥
JJIHJH ‘~<~ ¢, 1.e.

(3.12) Gyetgy sontbornéesdans L*(0,T:H) lorsque N— +oo
et par I’hypothése (H2)

(3.13) oyetoy sont bornées dans L”(0,T;H) lorsque N— +oo.

Estimations II Multiplions (3.2) par g,, — &,_, . Il vient, aprés sommation de 1 a

5 E j, Ag, - Aag,_, ; Gp = Op—q dx
n=18 ot ot
m
+ ¥ 1(80(0,).0, ~ 0, 1)dx
= — E 5'{] A&ﬂ = Aan_i ] L xngl dx
n=1 L9} ot ot

m

"
+ E S(E(ﬁn)s;(n7Xfrfl)d-x+ E j(gn,a”fcr,,,l)d_x.
n=1Q Q

n=1
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On remarque que

(3.14) &(o,) — P(o,_1) < };(aa’(an)sgn = 0,-1)dx.

D’autre part, on déduit de (3.2)

_ Op— G
(3.15) lle@)llx < B| ——2"1 |+l gullx +1180(0) ||x -
ot H
Or
(3.16) [199(an)|lx < AllorllE™" < A(P(,) + 1),
et donc
m _ m _ dx
E I(E(UHLXn_Xn—])dxg Z JtH‘S(Ur:)”X’ T
n=180 n=1 L¥(0,T:H)
m T m
<¢ Y ot i T Gt +c ¥ dtd(a,) + c3.
n=1 ot H n=1
De méme
St E j‘ Aa’n*&nf] ’x.’z_x.n—'l dx
n=10 ot ot
< (¥ o¢|Fn=%n-1|\,ll 9% ,
n=1 ot dr L*(0,T;H)
De plus,
¥ j(gm Gy — Gy_1)dx
n=18Q
m-—1
= ¥ j(gn — Gn+1,0,)dx + S(gm! Um) = (g1,00)dx;
n=180 Q
m dg m
E I(gn»an - Un-—l)dx < ||— E 5IHGHHX
n=10 d¢ Lm(U,T;X')”=1

+ 1 gllee, a0y Ulamllx + ool x) -

Compte-tenu de (3.10) et des estimations I

m=1
sa L otllorllx + esllanmlix + cs-
n=

m
E j(gns Gp — G-nfl)dx
n=10

En notant
dy

dr
on remarque que

+ Cq 4
L=(0,T: H)

=«

199
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m T — (T m T — 2
(@317 o T otjr_Ort) & § silOn= Gia | o 20
n=1 ot H 2 n=1 at H o
D’autre part, en utilisant (3.11) avec 7 = 2¢5 1272 il vient
D(o
(3.18) cs)|o2lx < % + By

Au total, on obtient

m = = 2
(3.19) % v ot|Zn " Tn-t1

n=1

1 m
+ —P(ap) <9 ¥ 0tP(a,) + ¢ .
H 2 n=1
Une version discréte du lemme de Gronwall donne

(3.20) &(o,) < ¢, v m < N, lorsque Ntend vers + oo,

ce qui, compte-tenu de (3.18) et des Estimations I, donne
lonllx < c, v m < N, lorsque Ntend vers + oo,

c.a.d.

(3.21) on, OGN, aN, Gr, sontbornéesdans L*(0,T;X).

L’estimation (3.20) reportée dans (3.19) avec m = N, donne

sl On=Gn [
n=1 ot H
i.e.
d6N dO'N . 2
(3.22) = et d_ sont bornées dans L°(0, T: H) .
l

En revenant a (3.2), on obtient, compte-tenu de la Proposition 2:
(3.23) oy bornéedans L(0,T;U),

et par ’hypothése (H3),

(3.24) vy bornéedans L*(0,T;U).

3.3 Passage 4 la limite N - + o

Ondéduit de cesestimations qu’ilexisted,ae W"*(0, T; H) n L*(0,T: X),
G*,0%e L™(0,T:X) et b, ve L*(0, T; U), tels que, a I’extraction d’une sous-suite
pres, on ait

oy (resp.ap) — & (resp. o) dans L%(0,T;X) faible*;

x (resp. SO0 Y _, 45 respe ot} dans £30; T:H) faible;
dr dr dr dr

Gy (resp.or) — G* (resp. a*) dans L¥(0,T7;X) faible*;
oy (resp. vy) — @ (resp. v) dans L*(0,T;U) faible.
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On prétend que ¢ = G* et ¢ = ¢*. En effet, par la définition de Gnetdr, ona
pour £ € [£,_1, L4

Oy — Gp_1q

dt

|f - tn—1|£ |6-n - 6',;,1|H

H
2, 1/2 T 1/2 -
— ét = —_—— N
N N
et par ’estimation (3.22),

lim (Gy—n) =0 dans L¥(0,T;H) fort,

N- + o

|G — G (D) | =

Gn-’anfl

)
< ¢
n=1 5t

ce qui prouve ¢ = ¢*; le méme raisonnement établit I’égalité ¢ = g*.
De plus, par les hypothéses (H2) et (H3), on a

(3.25) xy— x dans L%(0,7:X) fort (xuinterpoléeaffinedey);
xn— x dans L¥(0,T:X) fort (x»en escalier) ;

(3.26) oy — © dans L*™(0,7:U) fort (v en escalier).

Par suite, g, o, et 4, v, sont liées par
a(t) =a(t) + (), v(t) = 6() + 0(), p.p.t€]0, 7.

Condition initiale L’application v — 7(0) est continue de W!-%(0, 73 H) dans H.
Par semi-continuité inférieure, on a

|a(0) — aglg < gminﬂaN(O) - agglg=0,
i.e.
3.27) a(0) = gy.
Equations d’équilibre et conditions aux limites On pose
x ={teL”(0,T;X), ()€ 2(0,0), p.p. te]0,T[ .

x est un convexe fortement fermé de L™(0, T;.X). En effet, si t" est une suite
d’éléments de » convergeant fortement dans L* (0, 75 .X), on a, en particulier,

(3.28) lim ¢"(#) = v(#) dans X, p.p. t€]0,7T[;

n— +oo

(3.29) [t"(Hem)dx =0, vue U(0), p.p. te]0,T[(proposition 2).
2

On passe a la limite dans (3.29), grice 4 (3.28):

fr(t)em)dx =0, vueU0), p.p. te]0,T],

0
et donc 7(#) € 2(0,0), p.p. £ € ]0, T[, ce qui prouve que x est fortement fermé. x
etant convexe, il est également fermé pour la topologie faible * de L* (0, 7; X).
Par suite g € x et
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(3.30) a()eZ(f(®),F (), p.p. telo,T[.
De la méme facon, on pose
# = {ue L*0,T;U), u() e U(O), p.p. te€l0,T[}.

On montre que # est un convexe fermé de L*(0, T; U). Par suite, #(f) € U(0),
p.p. tel0, Tl et

(3.31) v(t)e UWt®), p.p. t€l0,T.
Loi de comportement Gy, oy, G n, vérifient

Ad§N+6¢(G§):E(ﬁ§)+g;’C, p.p. xeQ, p.p. tel0,T[.
t

Multiplions cette égalité par 7(x)8(¢), oute 9}(9)3, 8e 9(]10,T[), on a

(3.32) §T§ 0(1)7(x) (A % +80(af) — e(@r) — g;i‘,> dxdf = 0.
0Q

Mais, par (H2) et (H3),
(3.33) lim gy =g dans L¥(0,T:X") fort.

N= 400
De plus, par (3.18) et (3.20),
dp(ox) estbornédans L0, T:X');
il existe donc y € L7(0, T;.X") tel que a I’extraction d’pne sous-suite pres:
Bp(on) — w dans L%(0,T:X’) faiblex.

On passe a la limite dans (3.30):

fj () t(x) (A% + - e(d) - g)dxdt =il

0Q

i.e. A%er—s(v) p.p. xe€f, p.p. tel0,T].

Il reste a établir que

(3.39) v =09¢(0).

Cette égalité s’établit par un raisonnement de monotonie. Pour 7 € L*(0, T3 X),

on a, par monotonie:

(3.35) ﬁ (Bp(on) — d9(1), 08 — T)dxdt > 0.
00
Mais
(3.36) lim j j(aqn(r) an — t)dxdf = }FS (8¢(1),0 — r)dxdi‘:
00

N— +o 0

=F E8
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D’autre part,

S

552(840(0}5),6;5 ~ 7)dxdt

Or—n

é(E(UN)’UN — 7)dxds + 5 5(9’1\!, oy — 1)dxds

T da
- (1A=L, 0% - 7 )dxds.
00 dt
Par les convergences précédentes, on a

T = T =
lim | (E(ﬁf,) - A dJN, r)dxdr =14 (e(ﬁ) - A_di,r> dxdz .
de 0Q d¢

N— +00 0 Q

Par (3.33) et la convergence de ¢ vers o, on a

lim § §(9N, on — 1)dxds = gj(g,o — 7)dxds.
o

N— +o0 0
De plus,
T
hm [ [ (e(#x), op)dxds = lim H(a(uN),x;})dxd;
No +o 00 No+o0 00
T
= M)(S(”) ,x)dxdr  (par (3.25)).

D’autre part,

T da ' T & da o
AN gk \dxds = At S8l L g W dxdr
[ (4ot )arar= [ (a2 0] o (a2

e da T dé
t 1 b ) dxdr = il
e im gé ( i XN> dr = j ) (A 1 ,x)dxdt (par (3.25)).

¥ da
Quant au terme | | ( d—N , O’N> dxdt, on remarque que
00 t

T doy  _« m _ _ _

jj —, 0y |dxdt= % j(AU',,*AO’n,],O'n_l)dX
00 n=18

- _E(A&n - A&n—]s 6-17 - CT',,,])C]_X

1 _ _
= [ (AGN(T), (D) dx — = [ (AG0, Go)dx + cn,
2@ 20
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ol ¢y vérifie lim ¢y = 0, puisque
N— 4+

Z j(AGn Aa’nmis&n - &n1)dx‘

ICN’__
n=1Q
m G, -G, [\ T T
( P FiglZn — Tn—a, )_ (5[__>_
2 n=1 ot H/ N N

Par semi-continuité inférieure de I’application 7 — 7(7) de W'2(0, T; H) dans
H, on obtient

, ,
liminf | | ( oy, ‘*)dxdr
N+ 0 Q d

T
5 AG(T), 5(T))dx — 4 (AGo, Goydx > [ | (A
25 0Q

Au total, on a établi

(3.37) limsup j ] dp(on), on — t)dxds

N—=+ o
}Fj(e(ﬁ),a— 7)dxds — }Hj (A_ a—r)dxdt+“(g,a—r)dxdr
00 0Q d
T
<JJw 0~ )dxdr.
0Q

On passe alors a la limite sup dans (3.35):

T
(3.38) [ §(w— 8¢(1t),0 — 1)dxdt > 0,vreL*(0,T; X) .
00

On prend dans (3.38), 7 sous la forme 7, = ¢ + utoute (10, T[ x Q)?,,u > 0:
T

(3.39) || (w— 0¢(r,), T)dxdt > 0.
onQ

On fait tendre u vers 0 dans (3.39) et on obtient, par hémicontinuité de 'applica-
tion T — B¢(7),

T
§§(w— 0p(a),Ddxdt =0, viea(0,T[x Q)7,
00

i.e. w=0p(g) dans 2'(J0,T[ x 2) etdoncdans L*(0,T;X’).
On a donc établi que (o, v) est solution du probléme (1.1) —(1.6).

Unicité de la solution Supposons qu’il existe deux solutions (ay,v;), (09, t5) au
probléme posé. Alors
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a(t) = o1(8) — a2() €2(0,0), v(t) = v1(2) — v2(0) e U(0)

et
(3.40) A% + 0¢(g1) — d¢(oy) =¢e(v), d(0)=0.

En multipliant (3.40) par g, on obtient, compte-tenu de ’orthogoenalité entre
U(0) et 2(0,0),

t f
) (A-di,cr>dxds + [ [ (8p(0)) — 8¢(a2), 0, — 0;)dxds = 0,
00 dt 00
et par monotonie de 0¢p: X - X’
;*I (Aao(n),o(1))dx < %j (A0(0),c(0)dx=0, vrel0,7],
fo) o) .

i.e. o) =0,vete[0,T], et par (3.38), v=20.

L’unicité de la solution assure la convergence de toufe la suite (o, vr) vers
(o, v), et non seulement d’une sous-suite.
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