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Exercice 1.

1. Vo e R*, -1 <sin(2) < let ﬁH(l) 2* = 0. En utilisant le théoréme des gendarmes, on en déduit
T—
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que lim 2° sin (—) = 0. Ainsi, ¢ existe et / = 0.
x—0 €x

2. f admet une limite finie en 0, elle est donc prolongeable par continuité en 0.

3. (a) Pour tout x dans R*,

g (x) = 32*sin (%) — 1z cos (i) et ¢'(z) = (6:1; — i) sin (%) — 4cos (i) :

(b) Pour tout x dans R*, en utilisant le méme argument qu’en 1., on a

g(x) —g(0) _a*sin(3) =0 _ 2 <1)

— 0.
z—0
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xr
Ceci prouve que g est dérivable en 0 et que ¢'(0) = 0.
(c) En utilisant comme en 1. le théoréme des gendarmes, on a

1 1
lim ¢/(x) = lim 32%sin <—) — x o8 (—) =0=¢'(0).

z—0 z—0 €T €T

Ainsi, ¢’ est continue en 0.

(d) Raisonnons par I'absurde en supposant qu’il existe A\ € R tel que lir(r)1+ h(z) = A. On
T—

considere la suite (u,),cn définie par u,, = cos(nm), n € N. On a donc lir_{l u, = M. Les
n——+oo

sous-suites de rangs pairs et impairs définies pour tout n dans N par
Uy, = cos(2nm) = 1 et ugyy1 = cos((2n + 1)m) = —1

tendent alors aussi vers \. Par conséquent, —1 = 1 ce qui est absurde donc la fonction

h: x +— cos(:) n’admet pas de limite en 07.

(e) Par I'absurde, supposons que 7 : z — 3z sin(L) — cos(1) admette une limite notée a € R en
0. Alors lim, o+ h(z) = lim,_,o+ (3zsin(1) — 7(z)) = 0 — a = —a ce qui est impossible car h

n’admet pas de limite en 0". Ainsi, 7 n’admet pas de limite en 0.

(f) On remarque que pour tout x dans R*,

g'(x)—g'(0) _3e*sin(y) —weos(3) =0 _, (l) ~ cos (1) = #(x).

xz—0 z—0 T T

D’apres ce qui précede, 7 n’admet pas de limite en 0, donc ¢’ n’est pas dérivable en 0.

(g) Pour tout z dans R*, on a g(z) = 23sin(1) = 2% x sin(2). On pose € : R — R définie par
(2) rsin(1) si z#0
e(r) =
0 si z=0.

e vérifie bien Vx € R, g(z) = 2%¢(z) et lim ¢(z) = 0.

x—0



(h) D’apres ce qui précede, il existe ¢ = ¢; = c; =0 et e : R — R (vérifiant lir% e(x) = 0) tels
x—
que pour tout x dans R

9(z) = co + a1z + cx® + 2%€().

On peut donc en déduire que g admet un développement limité en 0 a 'ordre 2.

Exercice 2.

1. ¢ est de classe ¢ sur R donc ¢ et ¢’ sont dérivables sur R et h aussi comme composée de
fonctions dérivables sur R. Pour tout x dans R,

W(x) = —e (o) +¢'(2)) + e (¢'(2) + ¢"(2)) = e (¢"(2) — ¢(2)).

2. (a) h est continue et dérivable sur R, elle est donc en particulier continue sur [a, b] et déri-
vable sur Ja,b[. De plus h(a) = e *(p(a) + ¢'(a)) = 0, h(b) = e b(p(b) + /(b)) = 0, ainsi
h(a) = h(b) et h vérifie bien les trois hypotheses du théoreme de Rolle.

(b) En appliquant le théoreme de Rolle a h sur [a, ], il existe ¢ €]a, b] tel que /'(c) = 0. Or

W(c)=0se“(p"(c) —p(c) =0 ¢"(c) — p(c) =0 ¢"(c) = ¢(c),

d’ou le résultat.



Exercice 3.

1. (a) Pour tout z dans I, g;(z) =1 — z +
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(b) Pour tout x dans I, g;(x) = —x — G2 4 CoP oy o(x?).

(c) Pour tout x dans I,

o(z) = g (1 P )i (_$)3)+(—x _ ot (_$)3)+0(x3) _ §—§x—éx2—éx3+o(x3).

2! 3!

(d) Pour tout z dans I, on a fi(z) =1 — 4 + o(2?).

(e) Pour tout = dans I,

fo(z) =

cos(x)

/
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1— %+O(x3) = /1 + u en posant u = —% + o(x*), siz — 0 alors u — 0

1 1 1

1+§u—§u2+1—6u3—|—0(u3)
1 2 1 [ —z2 2+ 1 [ —a? 3+ (+9)
2\ 2 ) s\ 2 16 \ 2 oF
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1—%4—0(333).

(f) En utilisant ce qui précede, pour tout x dans /, on a

()

2. On a pour tout = dans } —

fa()
1

22
1-— v + 0(.233)

2
en posant v = % + o(x?), lorsque z tend vers 0, v tend vers 0

1—wv
1+v+0>4+0° +o(v?)

1+ (‘%2) + (%2)2 + (?)3 + o(z?)

1+ % + o(z?).
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W) = g(x) x f(z)

3. La tangente a la courbe de la fonction i en 0 a pour équation I’équation y = 2 — %m La

3

position de la courbe par rapport a y est donnée par le signe de —%xﬁ. Comme — 3123 change

36

de signe en 0, on en déduit que la tangente traverse la courbe en 0.



Exercice 4.
1.(a) Ve > 0,30 > 0:Vz e R, |z — 0| <0 = |f(z) — f(x)| <.

(b) Fixons ¢ > 0 et montrons 'existence d’un tel § > 0. D’apres (x), on sait que Vz € R,
’f(x) - f($0)| < k‘l‘ — .’L‘0|B = keﬁln(‘m—xo‘)'

En supposant que |z — x| < & on obtient alors comme 3 > 0 que | f(z) — f(x0)| < ke 11
suffit alors de choisir § > 0 tel que ke®™(9) < e pour avoir |z — z¢| < § = |f(z) — f(20)] < €.

Par exemple § > 0 tel que ke#"®) = ¢ ce qui donne § = e+ ™(%) > 0 et on a le résultat.

(c) D’apres (%), on sait que Vz € R,
(@) = f(zo)] < klx — o],

De cette facon, pour tout x € R\ {zy}, on en déduit que

B
‘f—> = k| — 2o|? 7 = kePDlz=20) 5 0 car f—1> 0.
T — X

<k

admettait une limite

(d) Pour tout 2y € R on a montré que le taux d’accroissement M

finie égale a 0, ce qui implique que f est dérivable sur R et pour tout x dans R, f'(x) = 0.

2. (a) Soient z,y € R, x < y. [ étant continue et dérivable sur R, elle est en particulier conti-
nue sur [z,y| et dérivable sur |z, y[. Elle satisfait donc les hypotheses du théoréeme des

accroissements finis.

(b) D’apres le théoreme des accroissements finis appliqué sur [z, y, il existe ¢ €]z, y[ tel que
fly) = f(z) = f'(¢)(y — x). La fonction [’ étant identiquement nulle, on en déduit que
Va,y € R, f(x) — f(y) = 0 ce qui donne le résultat demandé.

3.(a) Ve >0,3JA>0: Ve e Rz > A= |f(x) — (] < e

(b) Supposons par I'absurde qu’il existe =, € R tel que f(xy) # ¢ et supposons sans perte que

—
f(zo) > ¢. En posant € = % - 0 dans I'assertion obtenue en 3.b., on obtient
—
3A>o:vxeR,x>A:‘f@)_a<%

D’apres la question 2., on sait que Vz € R, f(z) = f(xy) ce qui donne

VxeR,x>A:>|f(xo)—€|<W

ce qui est absurde car |f(z¢) — ¢| = f(xy) — ¢ donc Vz € R, f(x) =



