b) Intégration d’'un élément simple de 2nde espéce

Az + B
1l s’agit de calculer F(x) _[ e el . A B,p,qeR, p*-4¢<0, aeN*. Ce calcul peut

(x? +pz +q)*
s'effectuer en quatre étapes que 'on va détailler sur I exemple suivant :

x+1
Calculer F(z f—-——d .
o (2) = (22 -2z + 3)? g

Etape 1 : On fait apparaitre au numérateur « + 1 la dérivée du polynéme du second degré du

dénominateur z2 - 2z +3 : on a (22 -2z + 3)’ = .9~ a... et donc

z+l= "(Elm A (DA = (Qm_.&).-h.;l. ...................

Ainsi
z+1 4 Qe — A
- A == N ..
[(mz 2:c-+~3)2 2 J (22-2z+3)2 EJHLJ-( 2 - 9:+3)2
= H(z)+G(z).
H(z) est dela forme A [ ,(m) =4 .><— L avec u(z) = a ucxd. done H(z) = - . :
uz(:n) u(z)’ & (z2 -2z +3)

Il reste alors & calculer G(z).

Etape 2 : On décompose le polyndéme au dénominateur z2 — 2z + 3 en somme d'un carré et
d’un reste :

2
2 -2z +3 = (CC._/\)_/.\.-\—E):(:!:"/&%-\’DJ ..... en posant ¢t = ¥-4., on a 2 -2x+3= Ezi';b

dt = . done G(z) = Qrfmdm devient Qz_[——j)-g:f}b(t)-

Etape 3 : Calcul de ¢(t) : 'idée est d’écrire (¢ +2)? sous la forme « c2( + 1) » ot c € R est

une constante.
dt
¢(t):2f(t2+2)2:2f Z( L. 1) [91

On pose alors tan(f) = Q_Ji..... donc t = ﬁd:cm(e\, dt = ﬁ(&\'d;ﬂﬂi.(@))dﬁ Il en résulte :
L

dt
o0 = | a ((&hR)2eay

f KF) (A+d:m"\-(9ﬂ
a (dcon{@\*r £?

I

'%f Ax «.tcffn(e) ”
Va f CoABYAO

_ V2 A +Con (20)
_ af = df
\Lfl‘e f\% An(RS).........

I
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Etape 4 : On retourne & la variable de départ z pour le calcul de G(z) et on regroupe avec la
partie de F'(z) déja calculée. i
On a posé t = v/2tan(0) ce qui donne tan(f) =

et 0= =

2sin(0) cos?(f)  2tan(d) A/, B &k L

sin(26) = 2sin(@) cos(f) = = S = = =
s s cos(9) 1+tan?(6) Ar & \[5_(,\_‘_ %7-) \}5,(&{—&")

donc
b(t) = @mdrum(‘r N2, A :E.md:o.m. N
4 ile \l”(a a—}) 4 R/ 2 @re?)
On obtient finalement comme on a posé t =z -1
G(z) = \@o:mtam.( ) i =2 el e
4 a,(a +(x- 02) y \F3 2 (o2 Qe 3)
et donc
A f;)-_ x_A ax-A
F(z) = el 6@ = =l ardae (S N e IT T
(o we3) Y ﬁ:) Q (o2 Qm-rS)
T 0 i:’.‘.) ....................................................................
a (x*- Qa:—r?}) q \FS
Remarque Si dans l’étape 3 on avait du calculer ¢(t) = f tzdj2 = f ok = f db\b
On aurait posé 0 = J:-/ V2., dt=Y2dO.., et &(ihtz/ 6?,) o (4'+ ( /ﬁ\f)
Vade \]—5_ -
p(t)= | ———— e w__cxxci:mm.__) ..............
fa(eﬂ— 1) &’« cercton(B), 2

12



