Chapitre 3

Endommagement et changement d’échelle

Les changements d’échelle, ou passages micro-macro, dans le contexte de
Iendommagement, font intervenir deux aspects complémentaires que sont, d’une
part, la description du comportement macroscopique du VER, en particulier de
son comportement élastique, a partir de celui des constituants et d’un état
donné de microdéfauts (microfissures, microvides, cavités, etc.), et d’autre part
les phénomeénes d’évolution eux-mémes (mécanismes de décohésion, de micro-
rupture, de fissuration, de cavitation etc., mais aussi de frottement sur les
fissures), accompagnés ou non de plasticité a I’échelle locale et de leurs consé-
quences au niveau macroscopique.

Deux types de comportement et d’endommagement sont plus particuliére-
ment étudiés dans ce qui suit : soit un endommagement & caractére fragile
dans un matériau par ailleurs élastique, soit une situation ductile, dans la-
quelle endommagement (croissance des cavités) et déformation plastique sont
intimement liés.

3.1. Homogénéisation des milieux élastiques multifissurés

On aborde ici successivement la microfissuration des milieux homogeénes
et isotropes puis la prise en compte des effets de fermeture et de frottement
des microfissures. Par rapport au cas des matériaux multiphasés ou contenant
des inclusions, le cas des microfissures présente deux difficultés particuliéres.
D’abord, la densité des fissures ne peut étre assimilée 4 une fraction volumique
de phase inclusionnaire, puisqu’elles n’ont pas de volume. Ensuite, les solutions
élaborées pour les inclusions doivent étre adaptées au moyen de deux passages &
la limite successifs : soit transformer I'inclusion ellipsoidale en une plaquette in-
clusionnaire d’excentricité nulle puis faire tendre son module d’élasticité vers 0,
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soit d’abord faire tendre le module vers 0 (cavité) puis ’excentricité vers 0. Par
ailleurs, les champs de contraintes locaux, au voisinage des fissures, sont trés
perturbés, singuliers, et il sera important de pouvoir les évaluer, tout en tenant
compte des interactions pour, en particulier, obtenir les facteurs d’intensité des
contraintes susceptibles de servir & décrire la propagation des fissures.

3.1.1. Approche sans interactions

La démarche suivie ici est celle de [KAC 94], mais de nombreux autres
travaux existent dans ce domaine : [BEN 89|, [BUI 87], [CHU 91], [GON 89|,
[HAS 88], [HOE 79], [HOR 83], [JU 92], [OCO 76]. On examine d’abord le pro-
bleme d’homogénéisation, puis les solutions locales (probléme de localisation)
afin d’écrire des lois d’endommagement & cette échelle.

Les microfissures constituent un type particulier d’inhomogénéité : elles
n’occupent aucun volume, les champs de contraintes dans leur voisinage sont
singuliers et les effets d’orientation sont importants. Dans ce qui suit, on utili-
sera comme définitions de la densité de fissures :

1 2 1 i3
e OIS O 1)

respectivement en deux dimensions (fissures linéaires de longueur 21¢ dans une
aire représentative A) et en trois dimensions (fissures circulaires de rayon I
dans un volume représentatif V). Ce paramétre scalaire sera généralisé plus
loin pour décrire les effets d’orientation.

Le champ des déformations dans un solide contenant des fissures se décom-
pose en une partie réguliére et une partie singuliére :

e(x) =8 :0(x) + %Z(b®n+n®b)l §(5Y, (3.2)
T

ol Sy est la souplesse de la matrice, supposée uniforme, b = u™ — u~ le saut
de déplacement sur la fissure i,  la normale au plan de fissure (supposée
rectiligne ou plane), 6(S?) est la fonction Dirac concentrée sur la section S* de
la fissure (dérivée d’une fonction échelon unité, §(S?) a la dimension de I'inverse
d’une longueur). L’introduction de microfissures ne change pas la définition des
contraintes macroscopiques (en 3D) :

_ 1
o= m/vo'(w) dv. (3.3)
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Par contre, la déformation moyenne, s’obtenant par intégration de (3.2), fait
intervenir un terme de saut :

e = 1 i
e—So.o'+2|V| EZ /i(b®n+n®b) ds
=(So+AS):7=8:7, (34)

qui, pour des fissures planes, se simplifie en :

F= Sy 7+ ﬁZ((w@(nH(n)@(b))isﬁ (3.5)

Toujours dans le cas linéaire, le tenseur ouverture de fissure B exprime le
« comportement local » de la fissure, c’est-a-dire la relation entre un vecteur
contrainte ¢, supposé appliqué uniformément sur les faces de la fissure, et le
vecteur ouverture de fissure (C.0.D., pour crack opening displacement) moyen :

by=B-t=B-oc-n. (3.6)

Dans le cas & deux dimensions isotrope, c¢’est-a-dire pour une fissure dans un
solide infini élastique isotrope ou pour un solide isotrope contenant des fissures
d’orientations aléatoires, le tenseur B est proportionnel au tenseur unité, ce qui
signifie que le mode normal et le mode de cisaillement sont découplés :

wl Ey

= E! = . 3.7
B E i avec R g (3.7)
En trois dimensions, pour une fissure circulaire, on a :
R201-12 /. w
_ - . 3.8
37TEO 2—V0 (Z 2 n®n) ( )

Les solutions s’expriment trés simplement & partir du potentiel élastique
complémentaire découlant de (3.5) :

N =

~ 1 Lo
’I,ZJ: FSF:%FSOE-FW;(TLF(I)))ZSZ
= $o(@) + Ad. (39)

Pour le milieu initial isotrope non endommagg, on a bien str :

$o(@) = 12}0”" 7:7 - oo (@)’ (3.10)
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ot1, dans le cas bidimensionnel, Fy est remplacé par Ej). L’ouverture moyenne de
fissure (b} dépend linéairement de la contrainte macroscopique et ’on obtient
donc, avec (3.6) et (3.7) :

AS Y,in@B®mn) en?2D,

1
214

1
Ay = 55: AS:7 avec (3.11)

AS >,(Sn@B®@n) en3D.

!
2|V

Le tenseur densité de fissures «, de rang deux, a été introduit initialement
par [VAK 71] et permet de traduire effet prépondérant des microfissures, si
Pon recherche I'effet du premier ordre. Il est défini de facon naturelle dans le cas
bidimensionnel, pour lequel les vecteurs <b’> et & - n’ sont colinéaires, donnés
par (3.6) et (3.7); en reportant dans (3.11), on trouve :

1z

1 .
A = ——(o-0o): = — 2 Z. 12
P A (T 7):« avec « ] XZ:(I nemn) (3.12)

Ce tenseur généralise la densité de fissures p et tient compte, au premier ordre,
des effets d’orientation de ces fissures. Puisque n - n = 1, on a évidemment
tr(a) = |,1T| >,(19? = p et o se raméne & la densité scalaire p dans le cas
isotrope (répartition aléatoire de 'orientation des fissures), avec @ = pi/2. En

tridimensionnel, des tenseurs d’ordre supérieur doivent intervenir ; par exemple,
dans le cas isotrope, on trouve, d’aprés (3.7) [KAC 94] :

16 1-13
_3E02—I/0

1
(E-ﬁ):a—VQ—OE:

Ay |Z(l3n®n®n®n)izﬁ

VI
1 .
avec a= v 2:(l3 nen). (3.13)

Meéme dans le cas sans interaction, si la matrice est anisotrope ou si les fis-
sures sont « contraintes » par la condition de fermeture (cas intervenant sous
des chargements compressifs), ou encore pour des fissures remplies d’un fluide
compressible [KAC 94], Pemploi d’un tenseur de rang deux s’avére insuffisant.
Une alternative consiste alors & utiliser un tenseur de rang quatre, 2. En bidi-
mensionnel, par exemple :

1 . .
Ay=—a:Q:0 avec Q= A X:Uk)2 nfowen!, (3.14)
ki

ot w* est un tenseur d’influence de rang deux qui sera défini plus loin (équa-
tion (3.39)). Notons que ’homogénéisation périodique permet de démontrer
que opérateur d’effet du dommage associé a une répartition quelconque de
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microfissures (reproduit par périodicité) est nécessairement un tenseur d’ordre
quatre qui s’applique sur le tenseur des rigidités élastiques initial du milieu
[CHA 82]. Dans ce cas, la méthode tient compte automatiquement des interac-
tions, mais elle est évidemment lourde & mettre en ceuvre si un grand nombre
de microfissures est nécessaire pour reproduire un VER satisfaisant.

Pour ce qui est des solutions élémentaires, en bidimensionnel, dans le cas
de fissures d’orientations aléatoires, en introduisant (3.12) dans (3.9) et (3.10)
on trouve le potentiel élastique :

_ __ ™ .
(@, a) = () + —QE(’)p T:0
l4+vyy+7p_ _ I —\\2
d’ot1 Pon tire les modules effectifs :
E! v
' (] 0
1+mp ¢ A ) (3.16)

Pour des fissures toutes paralléles, perpendiculaires & I’axe e;, mais dont les
centres sont distribués de facon aléatoire, on a a = pe; ® e; et le potentiel
s’écrit :

»(@, @) = o (d) + El(,)p(el 7)-(T-e1), (3.17)

si bien que les modules effectifs deviennent :

E! 1 2rp\ 7!
EI = 1+ ;7‘[',0 et G12 = (G—O + Elp) . (318)
0

Dans un cas quelconque, on pourra toujours définir les directions principales du
tenseur « et donc les modules d’élasticité correspondants. En tridimensionnel,
pour des fissures circulaires d’orientations aléatoires, avec & = p /3, on trouve

[KAC 94] :
1
E 1+321—V§ . 3w
Ey 92—y 10 )P

—1
G 1+321—V0 LW v E 1+161—I/§
Go 92—, 517w E 52— P

(3.19)

La méme méthode peut s’appliquer & une matrice orthotrope [KAC 94].
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Figure 3.1. Effets d’interaction dans des configurations 2D et 3D similaires
[KAC 94]

3.1.2. Prise en compte des interactions

Pour des fissures en interaction, le probléme devient plus complexe et ’on
utilise donc des méthodes approchées. Celles-ci se réduisent & ’analyse d’une
fissure isolée placée dans une sorte d’environnement effectif. Rappelons d’abord
de quels effets d’interaction il s’agit. On distingue deux cas, suivant les positions
respectives des pointes de fissure (donc des centres), qui sont plus facilement
visualisés avec des fissures toutes paralléles. La figure 3.1 montre ces effets sur
le facteur d’intensité des contraintes :

— Deffet « d’écrantage » (shielding), ou de déchargement, correspond & des
fissures empilées : toutes choses égales par ailleurs, il y a diminution du
facteur d’intensité des contraintes quand les fissures sont rapprochées;

— Deffet d’amplification correspond & des fissures alignées, pointes en vis-a-
vis, avec une augmentation forte du facteur d’intensité des contraintes
lorsque les pointes se rapprochent, mais avec un domaine d’influence
moins étendu.

Suivant les positions relatives des fissures, on pourra avoir 'un ou lautre
effet lorsque la répartition des centres (et des longueurs) est peu aléatoire (fis-
sures alignées et empilées). Par contre, lorsque les positions des centres sont
aléatoires, les deux effets se compensent et les solutions avec interaction sont
trés voisines de celles sans interaction, comme on le montrera plus loin. Pour
tenir compte des interactions, on distingue deux types de méthodes approchées,
dites « de milieu effectif » et « de champ effectif ». Dans les premiéres, la fissure
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est placée dans une matrice dont le comportement dépend de la présence des
autres fissures, ce qui inclut le schéma. autocohérent, le schéma, différentiel et
diverses variantes. Dans 'autre type de méthodes, la fissure est placée dans la
matrice non endommagée mais soumise & un champ de contraintes qui tient
compte de la présence des autres fissures (et qui n’est pas nécessairement le
méme pour toutes). La version la plus simple, dans laquelle le champ effectif
est homogéne et égal 4 la contrainte macroscopique, est la méthode de Mori et
Tanaka [MOR 73|. Aprés une bréve description de certaines de ces approches,
on présentera, ci-dessous une méthode approchée plus compléte, mais qui exige
des calculs numériques [KAC 94].

3.1.2.1. Méthode autocohérente

Pour un milieu fissuré, cette méthode a d’abord été employée pour des
fissures d’orientations aléatoires [BUD 76|, puis pour des fissures paralléles ou
avec symeétrie cylindrique [HOE 79]. Appliquée ici dans le cas d’orientations
aléatoires, elle pourrait étre généralisée pour d’autres répartitions en partant
de la formulation donnée au paragraphe 5.3.5.3 du chapitre 5 du tome 1 et
en effectuant les passages & la limite en termes de rigidité et d’excentricité
nulles pour linclusion. La facon la plus simple de présenter cette méthode
est d’employer ’expression générale (3.9) du potentiel élastique. Les vecteurs
(b) dépendent des constantes élastiques; en accord avec lidée de base de la
méthode autocohérente, ces constantes sont alors prises comme les constantes
effectives. Dans le cas bidimensionnel, en remplagant E} dans (3.12a) par le
module effectif E’, on trouve :

P(@) = to(o) +

po .0

1+ TN\ _ 7 2
- T - ot 3.20
( 2E], +2E’) 7o g @), (320

T
2FE'

4 identifier avec le potentiel initial (3.10) dans lequel Ey et vy sont remplacés
par E' et v. On obtient deux équations pour les deux constantes, qui donnent :

E' =Ey(1-mp) et v=uyy(l—mp). (3.21)

Pour les faibles valeurs de p, ces formules coincident avec celles du cas sans
interaction. Par contre, pour des densités de fissures plus fortes, elles prédisent
une réponse beaucoup moins régistante et 1’on observe une « densité de cou-
pure » p = 1/ pour laquelle le module devient nul. On montre que les résultats
sont analogues dans le cas tridimensionnel [KAC 94], avec cette fois une densité
de coupure p = 9/16.
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3.1.2.2. Schéma différentiel

L’analyse est faite de fagon incrémentale, en augmentant la densité de fis-
sures de dp, et le comportement effectif est recalculé i chaque pas. On en déduit
des équations différentielles pour les constantes effectives, dont les conditions
initiales sont § = So pour p = 0. Dans le cas des orientations aléatoires on
a deux équations, E(p) et v(p), qui sont couplées dans le cas tridimensionnel
mais découplées en bidimensionnel. Dans ce dernier cas, en changeant Ej dans
(3.16) par le module courant E’, p par dp, et en linéarisant pour de petits dp
on obtient :

dE'
o =T dp, (3.22)
ce qui donne :
E =FEje™ e v=yye ™ (3.23)

en procédant de méme pour le coefficient de Poisson. Pour des fissures paral-
leles, on suit la méme démarche & partir de (3.18) et ’on trouve, pour le module
dans la direction perpendiculaire aux fissures :

E' = Eje %", (3.24)

A la différence de la méthode précédente, celle-ci ne présente pas de densité de
coupure avec annulation du module. La décroissance de celui-ci est cependant
trop forte par rapport aux expériences numériques que ’on donnera plus loin.

3.1.2.3. Méthode de champ effectif

Elle consiste & placer la fissure dans le milieu non endommagé mais sou-
mis & un champ de contraintes effectif qui, en général, ne coincide pas avec
le champ appliqué au loin; cette différence permet de tenir compte des effets
d’interaction. La condition d’autocohérence est écrite pour ce champ effectif.
La méthode présente ’avantage sur les précédentes de tenir compte des posi-
tions respectives des fissures et de la structure des champs de contraintes qui
leur sont associés, ce qui introduit de fagon plus précise les effets d’interaction
mécanique. Par exemple, les effets d’écrantage et d’amplification sont trés bien
reproduits pour des fissures paralléles périodiques, en distinguant en particulier
les arrangements en rectangle et en losange. Pour des centres de fissures dis-
tribués de fagon aléatoire, au contraire, cette méthode donne des résultats qui
coincident avec ceux de ’approximation des fissures sans interaction [KAN 80],
[KAN 83]. La méthode de Mori et Tanaka est une version simplifiée des mé-
thodes de champ effectif; elle a été appliquée & des solides fissurés en deux
[BEN 86] et en trois [KAN 80] dimensions.
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3.1.2.4. Méthodes basées sur les bornes de Hashin et Shtrikman

D’une certaine maniére, chacune des méthodes évoquées plus haut peut étre
considérée comme un cas particulier des méthodes de bornes développées & par-
tir des travaux de Hashin et Shtrikman [HAS 63], puis de Willis [WIL 77], et
qui permettent d’aboutir & des solutions plus élaborées. Notons que la borne
inférieure en rigidité est ici sans intérét puisque, comme celle de Reuss, elle
conduit & une rigidité nulle. On se référera au chapitre 5 du tome 1, principa-
lement consacré aux matériaux multiphasés, pour en utiliser les résultats dans
le cas limite ou la phase 2 ('inclusion ellipsoidale) est remplacée par un milieu
sans rigidité, tandis que son excentricité tend vers Q.

Commencons par la solution au premier ordre [WIL 77], qui coincide en
fait avec la solution de haute dilution. Partant de ’expression de la souplesse
homogénéisée (équation (5.92)b du tome 1) :

S =8 +6(82—-81): [IT+¢1Q:(S2—81)]" (3.25)

pour un matériau a deux phases, olt S; et S3 sont respectivement les souplesses
de la matrice et des inclusions, ¢; et ¢ les fractions volumiques et Q le tenseur
analogue & P, égal 4 l'inverse de §*+ 81, avec §* = (C*)~L. On note I'identité
8°:Q+ P:C°=1, 00 8% et C° sont la souplesse et la rigidité du milieu de
comparaison, ici choisi identique & la matrice (S° = S;). En faisant tendre S
vers 'infini, aprés réarrangement, on trouve facilement :

C2

SHS:S1+
1—62

Q. (3.26)

Il reste maintenant & faire tendre la fraction volumique ¢o vers 0. Par exemple,
en tridimensionnel, pour des fissures planes circulaires supposées toutes de taille
identique, on posera ¢y = n|N7|l3 = np, ol 1 est U'excentricité de ’ellipsoide.
En faisant tendre n vers 0 on trouve alors :

S =86 +plimnQ =8, +pH, (3.27)
n—0

expression linéaire en p qui coincide exactement avec la solution de haute di-
lution. Ne distinguant pas la forme ellipsoidale des cavités de celle de leur
fonction de répartition spatiale dans cette solution, on traite implicitement une
fonction de répartition des fissures dégénérée en un ellipsoide totalement aplati
lorsque ’excentricité des cavités tend vers 0. Ceci n’ayant de sens que pour des
fissures infiniment éloignées les unes des autres, on retrouve donc la solution
sans interaction.
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Pour prendre en compte les interactions il faut introduire deux fonctions de
forme indépendantes [PON 95], ce qui donne :

oy -1
SPCW _ {I+c2 [(s1 8 -1 +SE g SS] 1} 81,  (3.28)

oit S5 et S5 sont les tenseurs d’Eshelby associés respectivement & la forme
de l'inclusion et & la forme de la fonction de répartition spatiale. Notons aussi
les relations Sf =P;: 85 =1-5;:Q,; pour l'inclusion dans un milieu de
souplesse S;. On commence par faire tendre la souplesse S5 vers I'infini, ce qui
conduit & un milieu poreux :

1711
SPCW:[I+CQ(SE—CQS§—I) ] h

-1

1
— S - [I—s§+a(s$—1)] £ Sy, (3.29)

On remarquera que lon retrouve (3.26) en posant S5 = SF. 1l faut maintenant
faire tendre 'excentricité de I'inclusion vers 0, en notant que lim, 0 c2(Q;) ™' =

lim,onp(Q;)~' = p H;, ce qui donne :
-1
SPW _ g —p [p (I-S5)+8;: (Hi)‘l] . 81, (3.30)

ol la densité de fissures p intervient de fagon non linéaire, ce qui livre une
solution d’ordre deux en p. Les simulations numériques de la figure 3.4 s’en
écartent peu, au moins en bidimensionnel. Notons que la solution élaborée ici
correspond au cas des fissures toutes paralléles. Le traitement des fissures &
répartition et orientation aléatoires est présenté dans [PON 95].

3.1.2.5. Ezxpériences numériques directes

Des solutions approchées pour des populations de fissures arbitraires (en
dimension, orientation, position) peuvent étre obtenues avec une bonne préci-
sion en passant par les champs de contraintes localement appliqués sur chacune
d’elles. On utilise ici la méthode qui sera décrite au paragraphe 3.1.3.3 pour
obtenir le vecteur contrainte moyen (t), sur chaque fissure ¢, par résolution d’un
systéme linéaire. Introduisant dans le potentiel (3.9) la relation de proportion-
nalité (3.6), on obtient les propriétés effectives pour chaque arrangement de
fissures.

Deux configurations notablement différentes sont reproduites ici, d’aprés
[KAC 94] et [MAU 94] : fissures d’orientations aléatoires et fissures paralléles.
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Figure 3.2. Echantillons de réseauz de fissures d’orientations aléatoires (p = 0,25)
et paralléles (p = 0,30) [KAC 94]

On utilise respectivement 25 et 30 fissures, de dimensions identiques, leurs
centres étant dans les deux cas positionnés de facon aléatoire en excluant les
croisements de fissures et une trop grande proximité entre pointes de fissures.
Quinze tirages au sort sont effectués pour chacune des six densités de fissures
retenues ; la figure 3.2 présente un exemple pour chacune des deux configura-
tions. Les résultats des simulations de module effectif sont reproduites sur les
figures 3.3 et 3.4, ou les barres verticales indiquent la fourchette de dispersion
sur ’ensemble des tirages. On remarque que la solution numérique directe re-
donne presque exactement la solution sans interaction, au moins dans le cas
de fissures d’orientations aléatoires en raison, rappelons-le, de la distribution
aléatoire des centres (et extrémités) des fissures qui permet 'annihilation en
moyenne des effets d’écrantage et d’amplification. La méthode autocohérente
sous-évalue fortement le module, qui s’annule pour p = 1/7 dans le premier cas,
tandis que celle du schéma différentiel donne une décroissance trop prononcée.
La trop forte réduction des modules donnée par ces méthodes de milieu effectif
tient & la seule prise en compte des effets d’interaction par amplification : le
milieu dans lequel est plongé chaque fissure est un milieu & rigidité réduite,
mais les effets d’écrantage, qui interviennent dans une importante partie du
voisinage de deux fissures, ne sont pas pris en compte.

3.1.3. M¢éthode de localisation dans les milieux élastiques fissurés

Il s’agit ici d’obtenir les champs de contraintes locaux & partir des contraintes
et déformations moyennes (ou macroscopiques). Cela passe par la connaissance
des facteurs d’intensité des contraintes de chacune des pointes de fissure. On
utilise ici encore les travaux de synthése de [KAC 94]. Les solutions sont pré-
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Figure 3.3. Module de Young effectif, fissures d’orientations aléatoires : résultats
numériques (barres verticales), solution sans interaction, schéma différentiel et mé-
thode autocohérente [KAC 94]
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Figure 3.4. Module de Young effectif, fissures paralléles : résultats numériques
(barres verticales), solution sans interaction et schéma différentiel [KAC 94]
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Figure 3.5. Superposition des contraintes : réduction du probléme de plusieurs
fissures & autant de sous-problémes & une seule fissure chargée par des vecteurs
contrainte inconnus [KAC 94]

sentées uniquement pour le cas bidimensionnel, mais leur généralisation en tri-
dimensionnel est possible, bien que plus laborieuse. D’autres méthodes peuvent
étre mises en ceuvre, basées par exemple sur les équations intégrales de frontiére
[REN 96].

3.1.3.1. Décomposition du probléme

Le probléme du calcul d’une fissure soumise & un champ lointain o, se dé-
compose d’une facon classique en la solution du probléme complet sans fissure,
superposée 4 la solution du probléme avec fissure sans chargement extérieur, la
fissure étant soumises sur ses lévres 4 I'opposé des vecteurs contrainte présents
sur sa ligne fictive dans la solution homogéne sans fissure.

Dans le cas de N fissures, la décomposition se fait en N sous-problémes avec
une fissure chacun, soumise & des vecteurs contrainte inconnus (figure 3.5). Le
long de la fissure i (position & du point courant), ce vecteur est alors donné
par :

ti(¢)=nl 7o+ Y AL (L), (3.31)
J#i

oll &g est le champ sans fissure, tandis que At/? représente effet d’interaction
induit par la fissure j le long de la fissure 1.

3.1.3.2. Calcul des facteurs d’intensité des contraintes et du C.0.D.

En deux dimensions, une fois déterminé le vecteur contrainte le long de la
ligne de fissure i, de composantes normale p(€) et tangentielle 7(£), on ob-
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tient les facteurs d’intensité des contraintes en mode I et IT découplés de facon

classique :
Ki&) | _ 1 ™ fize [p(©)

Toujours en bidimensionnel, dans le cas d’une traction ponctuelle F' appliquée
en £ = a sur les faces opposées d’une fissure, 'ouverture est colinéaire & F :

4l P—at+/P-a@)C - &)

b)) =15 1€ —a F

alors que pour une traction uniforme ¢, on trouve :

41 £\’ wl
b(¢) = Fol (l) t et b) = ¥ t. (3.34)
La relation (3.34) n’est qu’approchée dans le cas d’une traction non uniforme
mais, en approximant p(€) par une cubique de coefficients «, 8, v, on montre que
les termes d’ordre impair n’interviennent pas sur le résultat et que (3.34b) doit
étre multipliée par (1+5/4)/(1+8/3). Le coefficient quadratique 8 ne dépassant
pas 'unité dans les problémes d’interaction étudiés, ’écart & la relation (3.34b),
reste trés limité.

Des solutions existent en tridimensionnel pour des fissures circulaires, ob-
tenues & partir de fonctions simples [FAB 90]. Citons simplement ici les ou-
vertures moyennes pour des chargements uniformes de traction normale et de
cisaillement ; & la différence du cas bidimensionnel, les « souplesses » de fissure
dans les directions normale et de cisaillement sont différentes (mais peu) :

161

321 112
— _ 2 —

T 37xE 2—v

T (3.35)

3.1.3.3. Calcul d’un réseau de microfissures

Pour un réseau arbitraire en deux dimensions, chargé par des vecteurs
contrainte n’ - &, incluant une composante normale ph = n' - @y - n¢ et une
composante tangentielle T4 = n-&y — pj n’, on représente le probléme comme
une superposition de problémes élémentaires & une fissure (paragraphe 3.1.3.1).
Le vecteur contrainte #/(£7) sur la fissure j est la somme de sa moyenne <tj >
et d’une fluctuation. L’hypothése simplificatrice de la méthode de Kachanov
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[KAC 94] est de négliger l'influence sur la fissure i de la non uniformité de
vecteur contrainte sur la fissure j.

En écrivant dans (3.31) 'inconnue At?* comme le produit de (¢/) inconnu
et de champs standards unitaires (les champs o’ (x) et o () induits par la
fissure j chargée uniformément par une composante normale ou tangentielle
unitaire, voir [KAC 94] par exemple), on a, sur la fissure ¢ :

PE)=pb+n'- Y () oh(®) + (7)ol (©)] ' et
J#i
€)= +nt- Z [(p) od (&) + (7)) al(&)] - (i —n'@mn') . (3.36)

J#i

En faisant la moyenne de ces champs sur la fissure i dans (3.36) on obtient :

=ph+ Y [A(P) + AFL(T)] e

J#i

() =+ 3 [ML) + i), (3.87)

J#i

systéme linéaire de 2N équations d’inconnues (p’) et (%) que 'on peut écrire
sous forme compacte :

(26mi— A% - (¢) = ¢, (3.38)
ol les seconds membres t’g sont donnés par le chargement imposé n* - . Les
termes A7* (transmission factors dans [KAC 94]) caractérisent 'influence d’une
fissure sur une autre. Par exemple, A3} est le cisaillement moyen induit, dans
un milieu continu, sur le site de la fissure 1 par la contrainte normale unitaire
uniforme chargeant la fissure 3. La solution du systéme (3.38) peut étre mise
sous la forme :

t) = Zwﬁ T ! avec  wli=(28;1i— Aji)_1 ) (3-39)

ol la sommation s’applique & toutes les fissures (j = 1,2, ..., N). On obtient
ensuite les composantes p*(£) et 7¢(£) sur chaque fissure & I’aide de (3.36), et
les facteurs d’intensité des contraintes & partir de (3.32). La connaissance des
vecteurs contrainte moyens suffit pour déterminer le comportement effectif du
VER, comme on I’a vu au paragraphe 3.1.2.5. La méme méthode peut s’appli-
quer en trois dimensions pour des ensembles de fissures circulaires distribuées
dans un solide infini isotrope [KAC 94].
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3.1.4. Champ de contraintes complet

Le champ de déplacements induit par une seule fissure peut étre représenté
par l'intégrale d’un potentiel de type « double couche » (représentation d’une
fissure par des dislocations) :

+I

u(z) = § b(£) - ®(¢, z)dE, (3.40)

b(¢) étant le C.0.D. et ® le second tenseur de Green de l’élasticité isotrope
pour un plan infini avec une ligne de discontinuité (la fissure) de normale n :

P, x) = 14:: {1-2v)[n®e—-e@n—(n-e)i|l—2(n-eexe},

(3.41)

ol & — x = re, avec e unitaire. On a supposé les contraintes planes; dans le
cas des déformations planes, il faut remplacer 1+ v par 11Tu La différenciation
de u(x) et la multiplication par les constantes d’élasticité appropriées fournit
le champ de contraintes o (x) dés lors que b(¢) est connu. Dans le cas de N
fissures, il faut sommer les intégrales (3.40) sur toutes les fissures. Pour trouver
les déplacements d’ouverture b(¢§) a partir des composantes p(€) et 7(€) fournies
par (3.36), Kachanov propose interpolation suivante (C.0.D. associé a un
vecteur contrainte uniforme multiplié par un polynéme du second degré), avec
deux fois trois constantes d’interpolation (oy,, &y, 8r) €t (o, az, Bt) :

_ 4l § N [, &
bn—Elan(1+anl+6nl2) 1_l27
41 § 2\ [, ¢
by = Ea't (1 +ati +ﬂtl—2) 1-— l—2, (3.42)

et les détermine de facon A retrouver les résultats précédents pour les com-
posantes moyennes (p) et (), et pour les facteurs d’intensité des contraintes
K(+£l) et K11(£l). On trouve, pour la composante normale (avec des relations
analogues pour la composante tangentielle) :

K;(l) + K (1) o — Ki(l) - K1(-1)
2v/7l TN ap)El - K1) - K (=1’
o K1) + K (=) —2(p)v/'ml
4 (pyVrl — Kr(l) — Kr(-1)

on =2(p) —

(3.43)
Bn =
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Critéere d’évolution de l’endommagement

Grace aux méthodes de localisation étudiées plus haut, on connait toutes
les quantités locales qui peuvent avoir & intervenir :

— les champs de contraintes locaux peuvent étre employés pour créer de
nouvelles fissures, par exemple avec un critére de nucléation par clivage;

— les facteurs d’intensité des contraintes Ky et K;; peuvent servir dans des
lois de propagation sous-critique (fissuration par corrosion sous contrainte
ou par fatigue), par exemple avec une loi de type Paris dd—lfj = f(AK, Kpn)
en fatigue;

— on peut éventuellement utiliser des critéres d’instabilité fragile, tels que
K< K = I=0et K=K L = [ # 0, & condition de savoir résoudre de
facon stable 'ensemble des inéquations associées i des fissures, donc des
critéres multiples.

Ces méthodes ont encore été trés peu utilisées, méme 4 deux dimensions
avec un milieu homogeéne, isotrope et toutes les fissures ouvertes. Citons cepen-
dant [FON 92], [REN 96], tenant compte des conditions de contact et frotte-
ment. Dans le cas tridimensionnel, méme si les solutions peuvent étre écrites
au moins pour des fissures circulaires, I’évolution de populations de microfis-
sures n’a pas encore été vraiment traitée, sans parler des cas plus complexes
encore d’anisotropie de la matrice, de fermeture de fissures et de frottement, de
milieux hétérogénes, etc. Ces situations ne peuvent aujourd’hui étre abordées
qu’avec des méthodes trés simplifiées.

3.1.5. Fermeture des fissures, énergie élastique stockée et frottement
3.1.5.1. Mise en évidence d’une énergie élastique stockée

On se place dans un cadre extrémement simplifié, avec un milieu endommaggé
contenant des familles de réseaux de fissures paralléles, sans prendre en compte
les interactions. Les conditions de fermeture des fissures sont trés simplifiées ;
pour un critére en contraintes, la condition unilatérale s’exprime par les trois
relations :

bn, >0, Tan=n-d-n<0 et bnTpn =0. (3.44)

On suppose de plus, pour le moment, que le coefficient de frottement est in-
fini, ce qui empéche tout glissement relatif des lévres de fissure lorsqu’elles
sont fermeées : i)t Tnn = 0 lorsque @,, < 0. Cela n’empéche pas b; de pouvoir
prendre des valeurs non nulles du fait du chargement élastique préalable. Avec
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Figure 3.6. (a) Cycle de traction-cisaillement et (b) configuration & deux systémes
de fissures

les approximations faites, sans interaction des fissures, les solutions élémen-
taires du milieu infini élastique montrent que la fermeture (ou ouverture) se
produit uniformément pour ’ensemble de la fissure et, dans ce cadre simplifié,
on met facilement en évidence I’existence de déformations élastiques stockées
par fermeture. Dans ’exemple de la figure 3.6a, avec un seul réseau de fissures,
Papplication d’une contrainte normale o ouvre la fissure; un cisaillement 7
déplace les lévres tangentiellement ; en annulant o (ou le rendant légérement
négatif), puis en relachant le cisaillement, on constate un état de déformation
élastique stockée : c’est le champ de déformation de cisaillement supplémen-
taire associé  existence de la fissure ouverte (le cisaillement associé au milieu
sans fissure a été relaché en annulant 7).

Le cas de deux systémes de fissures (figure 3.6b) sollicitées en (o,7) dans
les axes de symétrie permet de mettre en évidence des déformations axiale et
transverse stockées [BOU 96]. On utilise pour cela la solution de Kachanov,
pour un seul systéme de fissures, qui décompose le tenseur des souplesses en
S = So + AS. Avec des notations matricielles de Voigt (11, T2z, T12), AS
dans les axes de chaque fissure est de la forme :

H 0 0
AS=|0 0 0. (3.45)
0 0 He

En partant d’un chargement combiné (o, 7) dans lequel o est positif et suffisam-
ment élevé pour que les deux fissures soient ouvertes, on décharge la contrainte
axiale & cisaillement constant. Lorsque ¢ = o1 = 27tana > 0 il y a ferme-
ture de la premiére fissure (car la contrainte normale & la fissure s’annule et
devient négative). On a alors une premiére déformation stockée définie par
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Figure 3.7. Fermeture des fissures en deuz étapes, dans le cas d’une décroissance
de la contrainte aziale (exemple de la figure 3.6b)

B, = Agl, — Aéép.. En poursuivant la décharge, il n’y a plus orthotropie et
un couplage traction-cisaillement intervient (figure 3.7), la déformation de ci-
saillement diminuant lorsque la contrainte T reste constante (trajet B'C'). En
C', pour ¢ = 03 = —27tana, la seconde fissure se ferme, avec une nouvelle
déformation stockée B, = AZ,, — AZ,,. Finalement, sur le trajet C'C, la
souplesse est identique & la souplesse initiale (AS = 0) et, aprés annulation du

cisaillement, la déformation stockée par glissement pur est :

0
B=B,+08,= 0 ) (3.46)

(2 —s®)HgT

Dans 'exemple d’une traction biaxiale, avec o1 > 0 et oo décroissant d’une
valeur positive (les deux fissures sont ouvertes) & une valeur négative, on ob-
serve la fermeture simultanée des deux fissures, avec o2 = —(c/s)%01 et une
déformation résiduelle égale 3 :

C2H6 a1
B = A, — Ay, =< —c?Hgoy . (3.47)
0

On remarque dans ces exemples que le changement de souplesse ne s’accom-
pagne pas de discontinuité de déformation. En fait, la discontinuité correspon-
dante, A€y, — AEgp., est & chaque fois interprétée comme une déformation
bloquée par le mécanisme de frottement infini sur les lévres de fissure.
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3.1.5.2. Modélisation pour une famille quelconque de fissures

La condition d’ouverture-fermeture doit étre écrite pour chaque fissure in-
dépendamment, ou pour chaque ensemble de fissures paralléles. De facon co-
hérente avec ce qui précéde, toujours avec un frottement infini et sans tenir
compte des interactions, on écrira la souplesse globale sous la forme :

S=S0+> h(n-7-n')s H, (3.48)

olt h est la fonction d’Heaviside, nt- @ - n’ est la contrainte normale & la
fissure, H® le tenseur de variation de soqplesse dd a la fissure 7, dont ’effet est
réglé ici par le paramétre de dommage ¢*. En deux dimensions, utilisant (3.12)

i i _ T
par exemple, on pourra prendre H® de composantes H, ., = m(np Ny 0gs +

npnsdgr) €t 8¢ = (1*)2/|A|, mais toute autre expression plus générale (avec
interactions, anisotropie, etc.) peut convenir.

A dommage fixé, lorsqu’une fermeture a lieu, c’est-a-dire lorsque 'un des
T, passe d’une valeur positive & une valeur négative, le tenseur de souplesse est
modifié en lui retranchant la quantité §7 H”. Il s’en suivrait une discontinuité de
déformation macroscopique qui est considérée comme stockée. Celle-ci dépend

. —J . » N . .
de la contrainte & fer. appliquée & cet instant :

F=5H 7, (3.49)

Ainsi, pour chaque fissure fermée il y a une variable de déformation stockée 37,
reliée & la contrainte macroscopique correspondante par (3.49). La déformation
macroscopique totale est alors donnée A partir de la contrainte macroscopique
et des différentes déformations stockées :

N
e=8:7+» f, (3.50)
j=1

ot les B’ sont soit nuls si la fissure correspondante est ouverte, soit donnés par
(3.49) en fonction de I’état de contraintes qui existait & l'instant de fermeture.
Par intégration et récurrence, on peut montrer que cette déformation macro-
scopique dérive d’une énergie élastique complémentaire exprimée en fonction
des variables d’état (stockées) 37 [AND 86|, [BOU 96] :

1~ X1, L
¢:§U:S:U+;[ﬂ]:a—2—&ﬂ]:(ﬂj) L@ . (3.51)

Un stockage d’énergie peut éventuellement étre suivi d’une libération, lorsque
la contrainte normale 4 ’'un des défauts passe d’une valeur négative i une valeur
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positive. Il peut y avoir dans ce cas une discontinuité de la déformation, égale
A HI : (7,, - T%,,.), avec un relachement correspondant (discontinu) de
Iénergie élastique (sauf si les états de contraintes lors de ’ouverture et lors de
la fermeture qui avait précédé étaient identiques).

3.1.6. Modélisation du frottement

Supposons un frottement de Coulomb de coefficient u; le critére doit étre
exprimé sur chaque fissure en fonction des contraintes normale p et tangentielle
7 (on se place en deux dimensions pour simplifier) :

=0,
—pp(§) alors B:(&) = A sgn(r(€)), A>0 (3.52)

Dans I’hypothése d’une contrainte macroscopique uniforme et en négligeant les
interactions, c’est-a-dire en supposant que ’ouverture de fissure s’exprime par
(3.34), la condition (3.52) s’applique de facon uniforme sur la fissure considérée.
On démontre alors [AND 86] que le critére de Coulomb appliqué a D’échelle
microscopique se traduit macroscopiquement par un critére de Coulomb avec
« translation » (de type écrouissage cinématique) :

si |r(€)] < —pp€)  alors b (€)
s Jr(©) =

f(@,bs) =|0nt — Kbe| + popnn si Tpn <0, (3.53)

ou K = E'/nl, déduit de (3.6) et (3.7). Avec les notations employées ci-dessus,
et en se limitant au cas d’une seule fissure, on aura :

f(ﬁ,ﬂ):‘n-(E—%H_I:ﬂ)-t‘+un-ﬁ-n<0. (3.54)

La contrainte tangentielle active sur les lévres de la fissure est évaluée a
partir de I’état de début de contact, par n - (& — & ¢.,.) - £. La variable 3 joue
& la fois le role de variable de stockage d’énergie élastique (quand le critére
n’est pas atteint) et celui de variable de dissipation par frottement. Le critére
fonctionne alors comme sur la figure 3.8, en posant X,,; = n - (H_1 : ,B) -t/8
[AND 86] :

— 81 Ty > 0 la fissure est ouverte, le dommage est actif et le comportement

effectif est défini par S =Sy + 0 H ;

— 8l Tpn < 0 et [Tns — Xnt| < pTny le déplacement de cisaillement des
lévres de la fissure est bloqué et traduit macroscopiquement par 3 =0;

— lorsque [0 — Xp¢| atteint p&y,, il y a glissement relatif des lévres avec
B # 0. Le sommet du critére de Coulomb se déplace simultanément.
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seuil d’endommagement
fissure fermée (a droite)

seuil de glissement

(a droite)
Xnt
domaine de réversibilité
fissure fermée
domaine de G
réversibilité nn
Seuil de glissement fissure ouverte,

(a gauche)

\seuil d’endommagement

fissure ouverte

seuil d’endommagement
fissure fermée (a gauche)

Figure 3.8. Critéres de « frottement-endommagement » macroscopiques associés
auz mécanismes locauz sur une famille de microfissures paralléles (d’aprés [AND 86])

Au-dela des mécanismes de contact-frottement décrits ici, il faudrait inclure
les mécanismes d’endommagement, ce qui ne sera pas fait de facon précise.
La discussion ci-dessous découle de la démarche suivie dans [AND 86], mais
conserve un caractére macroscopique assez marqué. La figure 3.8 illustre le fait
qu’a fissure ouverte (G, > 0), un critére de nouvel endommagement peut étre
atteint, qui va provoquer la croissance de la fissure (en mode I, II ou mixte).
Dans le cas de la compression, au contraire, le critére de croissance sera en mode
IT pur. Il fonctionnera & partir de la valeur maximale atteinte dans le passé par
la variable 3, qui sert alors de variable motrice de ’endommagement.

Remarquons, avant de clore ce paragraphe, que 'utilisation du critére de
Coulomb implique que ’énergie élastique stockée évoquée au paragraphe 3.1.5.2
est limitée et qu’il n’y a pas discontinuité lors de la réouverture. En effet,
dans ce cas, le critére de glissement est nécessairement atteint & nouveau avant
ouverture, si bien que la libération d’énergie se fait de facon progressive, en
dissipant par frottement. Notons aussi que la variable 3 employée dans cette
approche difféere un peu de celle utilisée dans [AND 86], qui est directement
reliée au C.0.D. ou 4 la déformation € supplémentaire due au dommage. Nous
avons ici choisi de ne considérer cette variable que lorsqu’elle est réellement
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Figure 3.9. Les trois mécanismes principaux de la rupture ductile : (a) nucléation
de cavités par rupture ou décohésion de précipités, (b) croissance des cavités et (c)
coalescence des cavités

une variable indépendante, c’est-a-dire lorsqu’elle est stockée (par fermeture)
ou dissipe par glissement. Au contraire, quand la fissure est ouverte, §D n’est

pas une variable indépendante; on a en effet 82 =6 H : o =6 H : S~ : E,
qui dépend de & ou de E.

3.2. Analyse micromécanique de I’endommagement ductile

3.2.1. Mécanismes de la rupture ductile et micromécanique

Le processus qui conduit  la rupture de matériaux ductiles, c’est-a-dire qui
peuvent subir des déformations plastiques importantes avant rupture, peut étre
décomposé en trois étapes principales (figure 3.9) :

— la nucléation : dans un premier temps, des cavités se forment par déco-
hésion ou par rupture de précipités durs ou d’inclusions de seconde phase
(la physique de cette étape d’amor¢age de 'endommagement est détaillée
au chapitre 6) ;

— la croissance : dans un second temps, ces cavités croissent par défor-
mation plastique de la matrice qui entoure ces cavités. Cette croissance
s’accompagne d’un changement de volume et d’un changement de forme
des cavités;

— la coalescence : enfin, dans un troisiéme temps, certaines cavités coalescent
en une macrofissure (figure 3.10).
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Figure 3.10. Ezemple de formation d’une macrofissure par coalescence de cavités
dans un acier duplex

Ces trois mécanismes peuvent étre analysés & des degrés divers par une ap-
proche micromécanique. La phase de nucléation reléve d’une analyse locale des
concentrations de contraintes autour des inclusions (éventuellement & 'intérieur
de celles—ci) et de leur décohésion (éventuellement de leur rupture). Nous ne
I’aborderons pas ici. Pour étudier les phases de croissance et de coalescence, on
considére un volume élémentaire représentatif V formé d’une matrice M et de
pores v (& ce stade, la nucléation ayant eu lieu, il n’est plus nécessaire de tenir
compte de la présence des inclusions). Les « variables internes » d’endomma-
gement du modéle sont liées & la statistique de répartition de la phase poreuse
(moments aux différents ordres de la fonction caractéristique des cavités). Le
paramétre le plus immeédiat est la fraction volumique des vides f = |[v|/|V],
ou porosité, moment d’ordre un de la fonction caractéristique des cavités, puis
différents tenseurs décrivant la forme moyenne des vides, assimilés dans un
premier temps & des ellipsoides, et leur distribution moyenne (distances entre
cavités). Puis viennent des informations d’ordre encore plus élevé, en général
inaccessibles expérimentalement.

La variation de la porosité du matériau provient de deux sources microsco-
piques qui sont la nucléation de nouvelles cavités et la croissance de celles déja
existantes par déformation plastique de la matrice qui les entoure :

f = fnucl. + fcroi. .

Nous ne discuterons pas en détail le terme de nucléation car il n’a pas & notre
connaissance d’évaluation micromécanique satisfaisante. Nous nous contente-
rons de donner, plus loin dans ce chapitre, des lois de nucléation issues de la
littérature. Le terme de croissance, par contre, reléve d’une analyse micromé-
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canique. Par dérivation de la définition de la porosité, il vient :

f_ ol VI
S ==, (3.55)
£l |V
oli, en notant v le champ de vitesse dans le VER,
| 1 VI 1
M:— v-nds et u:— v-nds. (3.56)
o] [l Jay VI VI Jav

Le calcul de f nécessite donc la connaissance du champ v, au moins au bord des
cavités. Notons toutefois que lorsque la matrice est incompressible, ’évolution
de la porosité due & la croissance des cavités résulte d’un simple bilan de volume.
En effet, par incompressibilité de la matrice, on a |V| = |v| et il résulte de (3.55)
que : ) '

ALY NS,

f VIl i f

La vitesse de variation du volume du VER est donnée par [V|/|V] = tr (€), et
I’équation finale de variation de porosité est :

f:croi. = (1 - f) tr (E) . (357)

La variation de porosité qui accompagne 1’évolution de 'endommagement se
traduit donc par une variation de volume macroscopique : le matériau endom-
magé est compressible alors que la matrice initiale ne ’est pas. L’hypothése
d’incompressibilité de la matrice n’est rigoureusement satisfaite que par la par-
tie plastique de la déformation, non par la partie élastique, et ’on adopte en
pratique I’équation d’évolution approchée suivante :

Foros. = (1= f)tr (é") . (3.58)

Les deux expressions (3.56) et (3.57) illustrent bien les deux approches
possibles pour étudier la croissance des cavités dans les matériaux ductiles.
La premiére approche consiste & déterminer de facon aussi précise que pos-
sible le champ de vitesse v pour utiliser (3.56). La seconde approche est ba-
sée sur ’équation de conservation (3.57) ou sa variante (3.58). Il est suffisant
de connaitre, & porosité f fixée, le comportement macroscopique (c’est-a-dire
la relation qui lie € ou £ aux contraintes magcroscopiques @) pour connaitre
Iévolution du dommage. Or la loi de comportement macroscopique dérive d’un
potentiel de dissipation; il est donc suffisant de déterminer celui du maté-
riau poreux & porosité f fixée. Les deux approches sont liées, car une bonne
connaissance de la cinématique conduit souvent 4 une bonne connaissance du
potentiel. Mais ’approche par potentiel est parfois plus simple car elle permet
I'usage d’outils de portée générale.
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3.2.2. Indicateurs d’endommagement, modéles non couplés

Les premiéres études de la croissance de cavités dans une matrice plastique
ont été consacrées a la déformation d’une cavité contenue dans un massif infini.
La porosité est donc nulle et le comportement macroscopique est celui de la,
matrice (incompressible) : il n’y a pas de couplage entre endommagement et
comportement. La seule approche possible est celle qui utilise (3.56).

La croissance d’une cavité cylindrique dans un massif rigide plastique infini
régi par le critére de von Mises a été analysée par McClintock [MCC 68] qui
a mis en évidence 'influence exponentielle de la triaxialité des contraintes sur
la vitesse de croissance des cavités. Cette étude a été généralisée par Rice
et Tracey [RIC 69] au cas d’une cavité sphérique dans un massif infini rigide
plastique avec critére de von Mises. En utilisant, avec divers champs tests, le
principe variationnel qui régit le champ de vitesse de déformation, ces auteurs
obtiennent une loi d’évolution approchée pour le rayon de la cavité :

1 % — 0,558 sinh (;f—"’) + 0,008 x cosh (;f—"’) , (3.59)

éeq Oeq Oeq

ot R est le rayon de la cavité sphérique, & et £ la contrainte et la vitesse de
déformation & I’infini (£ est en fait la vitesse de déformation plastique puisque
les déformations élastiques ont été négligées), x = —3 &2z / (811 — E33). Lorsque
la triaxialité des contraintes Tm/Teq €st positive et non nulle, une bonne ap-
proximation de cette loi est :

1 R 3 Om
T R 0,283 exp (2 Eeq) , (3.60)
relation obtenue en ne conservant dans le sinus hyperbolique que ’exponen-
tielle & argument positif, et que ’on prendra garde de ne pas appliquer lorsque
om = 0. On trouve ainsi une influence exponentielle de la triaxialité des
contraintes om/Geq sur la vitesse de croissance des cavités qui semble bien
vérifiée expérimentalement [MAR 85].

Cette relation a été discutée par la suite et modifiée, notamment par Huang
[HUA 91] qui, en considérant des champs de vitesse plus nombreux et plus
riches que ceux retenus par Rice et Tracey, a proposé la loi de croissance sui-
vante :

1
‘e

€eq

% = o exp (§U—m) , (3.61)

20¢q
ou le facteur préexponentiel o est donné par :

1
_\1 _ _
f—m) lorsque Im <1, a=0,426 lorsque Im > 1.

a = 0,426 ( —
Teq Teq

Teq
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La relation de Rice et Tracey est fréquemment utilisée en postprocesseur,
sous 'une des formes (3.59) ou (3.60), pour prédire le développement de ’en-
dommagement dans une structure élastoplastique. Plus précisément, le calcul
de la structure se fait de fagon classique et donne en chaque point X de la struc-
ture I’histoire &(X,t) et €(X,t). On calcule ensuite 1’évolution du dommage,
c’est-d-dire le rayon R(X,t) des cavités, par la relation (3.59) ou sa variante
(3.60), o1 Eeq = ézq (X ,t). La rupture intervient dés qu’en un point de Gauss de
la structure, ou dans un volume suffisant, le rapport de rayon des cavités R/ Rq
atteint une valeur critique (Rp étant le rayon initial des cavités qu’il n’est pas
nécessaire de connaitre). Ce critére de rupture, trés heuristique, dépend de la
taille de maille, effet discuté au paragraphe 3.2.9.1 : lorsque le maillage est trés
fin, la rupture en un point de Gauss ne peut étre considérée comme suffisante
pour entrainer la rupture de I’éprouvette et le critére doit étre atteint dans
un volume suffisant autour de ce point. La valeur critique du rapport R/ Ry,
le plus souvent identifiée par des essais sur éprouvettes entaillées, est le seul
paramétre matériau supplémentaire du modéle d’endommagement. Ce critére,
dit de Rice et Tracey, peut étre interprété comme un critére de ductilité du
matériau. A triaxialité Tm/Teq fixée, la relation (3.59) peut étre intégrée et le
dommage (rayon de la cavité) est alors proportionnel & la déformation plas-
tique, avec une constante de proportionnalité qui dépend de la triaxialité des
contraintes.

Il serait intéressant d’étendre I’étude de Rice et Tracey & des matrices dont
le comportement n’est pas régi par le critére de von Mises. Des résultats expé-
rimentaux sur le zirconium [CRE 96] font en effet état de vitesses de croissance
trés importantes dont ’ordre de grandeur est nettement supérieur aux vitesses
prédites par la relation (3.59). L’étude de Rice et Tracey a été étendue 4 la
viscoplasticité en loi puissance (€eq proportionnel & geq™) par Budiansky, Hut-
chinson et Slutsky [BUD 82]. La vitesse de croissance d’une cavité sphérique
dans un massif infini viscoplastique est déterminée & l’aide du principe varia-
tionnel en milieu infini qui régit le champ de vitesse v. Ces auteurs aboutissent
4 la loi de croissance suivante :

- — n
;i R =0,5 3—mi—m + (1 —=m)[1+m(0,4175 + 0,0144 xs)]| ,
Eeq I 2 T

ol s est le signe de &, et m = 1/n. Cette relation redonne la loi de Rice et
Tracey lorsque la sensibilité 4 la vitesse de déformation m tend vers 0.
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3.2.3. Modéles couplés en plasticité : critéres elliptiques
3.2.3.1. Couplage endommagement-déformation

Les modéles présentés au paragraphe précédent sont non couplés, car la re-
lation contrainte-déformation macroscopique n’est pas affectée par la présence
des cavités, ce qui est une conséquence de ’hypothése du milieu infini. Dans la
suite de ce chapitre, on considére au contraire un volume élémentaire représen-
tatif fini. On se limite dans un premier temps i 'endommagement isotrope. Le
seul paramétre d’endommagement retenu est donc la porosité f, qui est non
nulle et dont I’évolution est régie par ’équation de conservation de la masse
(3.57) ou sa variante (3.58). Nous négligerons ici les déformations élastiques mi-
croscopiques ; elles sont en effet petites par rapport aux déformations plastiques
dans la plupart des métaux, mais il n’en va pas de méme dans les polyméres
(le couplage entre déformations microscopiques élastique et anélastique intro-
duit alors des complications que nous ne considérerons pas, voir [STE 97]).
La vitesse de déformation € est donc purement dissipative (viscoplastique ou
plastique) ; elle est régie par le potentiel de dissipation de la matrice :

._ Oy Oy

€= 5o (o), ouinversement o = %(e)
De la méme fagon, le comportement macroscopique dérive d’un potentiel :
. 0% od .
= %(f, T), ouinversement @ = %(f, g), (3.62)
ol :
U(f, o) = (o)) et @(f,&) = (p(e)). (3.63)

La relation (3.62) devient la régle de normalité en plasticité. Le probléme
de la loi d’évolution de 'endommagement est donc réduit & la détermination de
I’un des potentiels ¥ ou ®. Ces potentiels ne donnent en pratique que la vitesse
de déformation anélastique macroscopique, & laquelle on ajoute la vitesse de
déformation élastique macroscopique €8 = S : &, oul S est déterminé par un
modéle d’homogénéisation linéaire adapté a la géométrie du VER. Lorsque la
porosité est faible, ce qui est en général le cas pour les métaux, la souplesse
élastique du milieu endommagé est prise égale a celle de la matrice.

3.2.3.2. Critéres de plasticité elliptiques pour matériauz rigides plastiques
poreux

Le probléme considéré ici est celui d’une matrice rigide plastique contenant
des vides. La matrice est insensible & la pression hydrostatique et la plasticité
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est régie par la contrainte de von Mises geq < 0¥. Le matériau poreux devient
sensible & la pression hydrostatique car 'application d’une pression macrosco-
pique va provoquer des cisaillements locaux et la plasticité va donc se dévelop-
per & l’échelle microscopique. Pour un milieu isotrope, le critére de plasticité
dépend des trois invariants des contraintes macroscopiques om, Teq, €t det . 1
est d’usage de négliger 'influence du troisiéme invariant des contraintes, ce qui
semble licite pour des milieux poreux au vu des calculs par éléments finis de
[RIC 94] effectués sur des cellules cubiques. Parmi les premiers auteurs & avoir
considéré ce probléme, Berg [BER 70] propose d’écrire le critére sous la forme :

Oaq +9Om) — K> =0,

ol g et K sont des caractéristiques du matériau & déterminer. La forme
« elliptique » du critére (g fonction quadratique de &) est certainement la
plus simple que Pon puisse imaginer. Shima et Oyane [SHI 76] ont par exemple
proposé le critére suivant, a partir d’essais sur cuivre fritté :

Teq\? 1,028 (E_m)2_ .
(Uy) +62 f n) - (-f)P=0.
Il est, de plus, intéressant de noter que les théories récentes de bornes non
linéaires [PON 91], [SUQ 92], conduisent également & une forme elliptique du
critére (voir (2.94)) :

st ()t () 057
4 B(f):ﬁ. (3.64)
3

La contrainte d’écoulement sous traction hydrostatique prévue par ce modéle

2
est trop grande ; en modifiant le coefficient A(f) en A(f) = (% 11£i=7f) [MIC 92],

on retrouve pour contrainte d’écoulement hydrostatique oy = —% log f, valeur
exacte pour une sphére creuse.

L’avantage des critéres elliptiques est leur simplicité. Leur inconvénient est
qu’ils prédisent une vitesse de croissance du dommage qui est une fonction li-
néaire de la triaxialité des contraintes macroscopiques. En effet, pour un critére
elliptique de la forme (3.64), la vitesse de croissance qui se déduit de la régle
de normalité est :

fo_4l=fém _1-f B(f) om
féeq f éeq f A(f) Eeq
Cette derniére expression est en contradiction avec l'influence exponentielle

de la triaxialité des contraintes sur la vitesse de croissance des cavités qui est
observée expérimentalement et traduite par la relation de Rice et Tracey (3.59).

(3.65)
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3.2.4. Modéles couplés : le critére de Gurson
3.2.4.1. Matrice parfaitement plastique

L’un des premiers critéres couplés non elliptiques est celui proposé par Gur-
son [GUR 77], éléve de Rice. Ce critére! s’écrit :

Teq
ag¥

F(e, 0%, f) = ( )2 + 2fcosh (§E—"’) —1-f2=o, (3.66)

2 0¥

ol o¥ est la limite d’élasticité de la matrice. La vitesse de déformation macro-
scopique, purement plastique puisque les déformations élastiques sont négligées,
suit la loi de normalité :

E=8"=Xg, g=ai+5, aZ—fsmh(_U_m)’
ag

ot A est, & une constante multiplicative prés, le multiplicateur plastique intro-
duit par la loi de normalité. Le modeéle de Gurson est donc un modéle couplant
endommagement et plasticité; sa mise en ceuvre, sous sa forme originale, ne
nécessite qu’un paramétre matériau qui est la porosité initiale fo.

La loi d’évolution du dommage qui résulte de (3.58) s’écrit alors :
;3 . (3Gm ) 3m\] "
L —21- 22 1 —2fcosh [ 222 .
FEg ~ g Dsinh(goy |1+ S~ 2feosh {5y

A faible porosité (f < 1, Teq =~ 0¥) et pour des cavités sphériques, cette loi de
croigsance se réduit 3 :

1
‘e

R
Zeq B

[l
|||_|
B
[l
o
[ob2 4
w
B
=
TN
ol
Q|
3
N

On rapprochera cette relation de la loi de Rice et Tracey (3.59).

Si la, démarche conduisant au critére de Gurson a été notablement amélio-
rée depuis sa version initiale, notamment dans [PER 92], il est tout de méme
trés intéressant de la détailler. On considére pour cela une sphére creuse de
rayon interne g et de rayon externe A soumise A une vitesse de déformation
macroscopique € qui peut étre prise, sans perte de généralité, sous la forme :

E =¢ci1e1®e; + ExesRe; + E33e3 Res.

! Le critére de Rousselier [ROU 87] présente de grandes analogies avec celui de Gurson.
1l est intéressant de remarquer qu’il a été obtenu par une démarche thermodynamique, tota-
lement différente de celle de Gurson. Nous ne le commenterons pas d’avantage, malgré son
intérét, car il ne reléve pas d’une démarche micro-macro.
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La matrice M est rigide plastique et régie par le potentiel go(?) = oY é€eq. Le
potentiel de la cavités est évidemment nul. Le potentiel de dissipation effectif
® de ce volume simplifié V' est donné par le minimum de la moyenne de la
dissipation plastique sur le VER parmi les champs de vitesse v compatibles
avec la vitesse de déformation £ :
. 1 X
&(f,€) = inf VT p(€)(v)dV.

Gurson décompose le champ v en une contribution v¥ correspondant & un chan-
gement de volume de la cavité sans changement de forme, et une contribution
v’ correspondant & un changement de forme sans changement de volume :

Em A8

r2

[ —

v=1v"+v/, v e, vi=¢=z, (3.67)
ofl € est le déviateur de &, (r,0, ¢) désignent les coordonnées sphériques clas-
siques et (e,, eq,ey) la base associée. Un calcul simple donne :

-2

.9 22 4 A6 46m A3 9 .9 1
€eq(V) =F¢q T+ ;’6 i g11 | cos? ¢ sin® 0 — 3

+ &9 (sin2 ¢ sin 6 — %) + £33 (cos2 6 — %)] . (3.68)

Le potentiel effectif est donc majoré par :

309 27
3(f,€) < 47TA3/ / / Eeq(r,0,0) 7 sinfdrdfde.

Par Dinégalité de Schwarz, [ fg < /[ f?+/ [ g%, on obtient :

27 71'
/ / eq(r, 8, ¢) sinfdfd¢
o Jo

([ [ tesmmna) (] [ aros)

La derniére intégrale double est immédiate et vaut 4w, celle qui précéde se
calcule d’apres (3.68) :

27 T .2 ]
/ / ézq(r,0,¢) sinfdfd¢ = 4x (éiq n 45:6,4 > ,
0 0

et ’on obtient finalement, aprés le changement de variable y = (r/A)3

1 42\
&) <a? / (éiq + y—;’) dy. (3.69)
f
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IS

Il reste & utiliser le résultat suivant (voir [GAR 97|, par exemple, pour une

1
preuve sous une forme plus élaborée) : la fonction [ fl (a%€2, + b2 /y?) * dy est
le potentiel de dissipation associé au critére :

F(o) = (%)2+2fcosh (?%) —-1-f2=0.

Il suffit d’appliquer ceci & la majoration (3.69) pour conclure que la surface
d’écoulement macroscopique de la sphére creuse est située & l’'intérieur de la
surface donnée par le critére de Gurson (3.66).

Soulignons deux caractéristiques du critére de Gurson qui ressortent bien de
la preuve qui vient d’étre donnée. Tout d’abord, ce critére est une borne supé-
rieure rigoureuse pour la sphére creuse. Par reproduction de motifs, c’est éga-
lement une borne supérieure pour tout assemblage, de type Hashin, de sphéres
creuses autosemblables. En revanche, on ignore §’il s’agit d’une borne supé-
rieure pour tout milieu poreux isotrope. D’autre part, ce caractére de borne
supérieure s’applique & tout taux de déformation & et non aux seuls états axi-
symétriques auxquels était limitée analyse initiale de Gurson.

3.2.4.2. Comparaison avec des simulations numériques

Il est possible d’évaluer numériquement la surface d’écoulement pour des
matériaux poreux & partir de représentations simples du VER telles que des
cellules axisymétriques, qui sont d’assez bonnes approximations de réseaux pé-
riodiques tridimensionnels. Deux exemples de telles cellules sont donnés sur la
figure 3.11. La cellule cylindrique génére par périodicité le réseau tridimension-
nel de cavités représenté sur la figure 3.5 du chapitre 3 du tome 1. La cellule
sphérique génére, aprés homothétie et translation, un empilement de sphéres de
Hashin. On considére des états de contrainte macroscopiques axisymétriques :

ﬁ:T(€1®61+62®62)+SC3®63, (370)

et le champ de vitesse v peut étre décomposé en une partie moyenne € - & et
un terme correcteur v* :

ve(x) =T +vi(rz), ve(x) =0, wv,(x)=2Es32+v:(r2). (3.71)

On impose au bord de la cellule cylindrique des conditions aux limites qui
reproduisent au mieux les conditions de périodicité du réseau tridimensionnel
v*(z) - n(x) = 0 sur 8V. Elle conserve ainsi sa forme cylindrique au cours de
la déformation, avec un bord latéral droit et des bases planes, mais dans le cas
de la cellule sphérique les conditions aux limites sont choisies pour permettre
une extension cinématique du champ de vitesse dans ’assemblage des sphéres
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LA

(2) (b)

Figure 3.11. Cavité sphériqgue dans une cellule azisymétrique cylindrique (a) ou
sphérique (b)

de Hashin. Ce sont donc des conditions de déformations homogénes au contour
v*(x) = 0 sur 9V. Le tenseur vitesse de déformation macroscopique est lui
aussi axisymétrique :

£= vV Qg nd82511(61®61 +€2®€2)+é33 es3 R es. (3.72)

V1 Jav
Lorsque la direction de contrainte macroscopique, c¢’est-a-dire le rapport S/T,
est imposée, les composantes €11 = E9g et £33 du taux de déformation ma-
croscopique ne sont pas connues mais sont déduites du calcul, ce qui est une
caractéristique classique des calculs en homogénéisation et plasticité.

La figure 3.12 présente les résultats de simulations numériques effectuées
par J.-C. Michel pour une porosité de 1 %. La borne supérieure (3.64) est
bien un majorant de la surface d’écoulement réelle, mais sa prédiction pour des
contraintes & forte composante hydrostatique est irréaliste. Les deux cellules,
cylindrique et sphérique, conduisent & des résultats assez proches. Le modéle
de Gurson, bien adapté par construction a la cellule sphérique, est celui qui
approche le mieux les résultats numériques; il posséde bien le caractére de
majorant rigoureux qui résulte de sa construction.

3.2.4.3. Modéles couplés en viscoplasticité

Le cas d’une matrice viscoplastique en loi puissance contenant des cavi-
tés sphériques distribuées de facon isotrope a été abordé par différents au-
teurs. On retrouve dans ces travaux des potentiels elliptiques qui sont fonction
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— — matrice

........... borne supérieure
------- Michel et Suquet
------- Shima et Oyane
Gurson

+  celulecylindrique
o cellule sphérique

Figure 3.12. Surface seuil pour un matériau poreuz, f = 0,01. Comparaison entre
des modéles analytiques et des calculs par éléments finis sur cellule azisymétrique

d’une contrainte macroscopique « équivalente » de la forme (A 0% + Bo? )1/ 2

De tels modéles de comportement ont été proposés par [MIC 92] et [SOF 92],
entre autres; ils ont été appliqués a la compaction de poudres par [ABO 88] et
[BON 98], par exemple. Comme en plasticité (équation (3.65)), ces modéles ba-
sés sur des potentiels elliptiques conduisent & une dépendance linéaire du taux
de croissance des cavités par rapport au taux de triaxialité des contraintes, ce
qui est une limitation.

Une approche différente, suivie dans [GAR 00] et [LEB 94], généralise la
démarche de Gurson aux matrices viscoplastiques en loi puissance. La décom-
position du champ de vitesse en changement de forme et changement de vo-
lume conduit & la majoration (assimilée 4 une estimation) suivante du potentiel

[GAR 00] :

-2 2
. 1 o¥ 1. 4F
d(f,e)  —— g, —n dy. 3.73
(f’)\m-i-]_éom f(eq+ > Y ( )
La prédiction des vitesses de croissance des cavités par ce modéle est en bon
accord avec les simulations par éléments finis dans une large gamme de porosité
et de triaxialité.
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3.2.4.4. Prise en compte de l’écrouissage

Lorsque la matrice est écrouissable, le seuil de plasticité o¥ qui figure dans
le critére de Gurson dépend de la déformation plastique de la matrice, laquelle
n’est pas homogéne dans ’épaisseur de la sphére creuse. La question se pose
alors de définir I’état d’écrouissage « effectif » de la matrice. Dans I’approche
initiale de Gurson, la prise en compte de ’écrouissage se fait en introduisant
une variable e qui représente la déformation plastique effective du VER. Le
seuil de plasticité effectif de la matrice est alors o™ = g¥(eM) et 1’évolution de
la variable interne e se déduit d’un bilan de dissipation plastique :

1-floMeM =7:£". (3.74)

La vitesse de déformation plastique g est donnée par la régle de normalité &
partir du critére de Gurson :

A 8F

p—A%f(U O'M f)7 EMZW%(FaaMaf)

1o,

et le multiplicateur plastique A se déduit de la relation de cohérence et de la
courbe d’écrouissage de la matrice :

Bi red OF oM % _ M _ My M my _ do?
95 - +8 i +8f =0, ¥ =h(E")e", h(e )—dEM.
On obtient ainsi :
g = (g U) g, g—az+;s, :—fqlsmh(;_M),
oM _
_ v aeq Om | OF _ nOF
=2 { [ ) +3a_p ]a wtsall=fgz . (37)

3.2.5. Critére de Gurson, Tvergaard et Needleman

Plusieurs modifications ont progressivement été apportées au critére de Gur-
son avec le développement de ses applications, notamment par Tvergaard et
Needleman [TVE 81], [TVE 84], [TVE 90b]. Ces modifications conduisent es-
sentiellement & des paramétres ajustables supplémentaires, sans que la forme du
critére soit fondamentalement remise en cause. Le critére de Gurson, Tvergaard
et Needleman (G.T.N.) s’écrit :

0¥ 1) = (22) + 24 f*cosh (3q2 Zm)_1—q3(f*>2=0, (3.76)

Y Y
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ol, en plus d’une porosité effective f* définie plus bas, interviennent trois pa-
rametres ¢, g2 et ¢s. Ils ont été introduits par Tvergaard [TVE 81] pour, d’une
part, donner un meilleur accord avec des prévisions de localisation de I’endom-
magement effectuées par éléments finis et, d’autre part, corriger une insuffisance
du critére de Gurson. Celui-ci prévoit en effet une contrainte d’écoulement en
cisaillement pur égale & (1— f)o¥ et la perte compléte de résistance du matériau
ne se produit donc que pour une porosité de 100 %, or cette valeur est bien
trop grande. Un bon accord est observé avec g2 = 1 et g3 = ¢2, ce qui revient
A remplacer dans le critére initial de Gurson la porosité f par une porosité
apparente ¢; f. Les valeurs de ¢; différent selon les auteurs : ¢ = 1 pour Gur-
son, ¢1 = 1,5 pour Tvergaard, ¢; = 1,25 pour Koplik et Needleman [KOP 88].
Perrin et Leblond [PER 90] obtiennent ¢; = 4/e ~ 1,47 & 'aide d’un modéle
autocohérent basé sur le probléme de la sphére creuse placée dans un massif
infini lui-méme poreux, obéissant au critére G.T.N., sous chargement hydro-
statique. Une interprétation géométrique simple de ce paramétre ¢; peut étre
avancée : pour une cavité sphérique de rayon a dans une cellule cylindrique de
rayon A et de hauteur 2A4, la porosité réelle de la cavité est f = %(%)3, mais
la matrice située en dehors de la sphére de rayon A et inscrite dans le cylindre
est une « zone morte » ; la porosité « effective » est donc (%)3 = 1,5f. Le
paramétre ¢; permet de tenir compte de cette indétermination de la porosité
pour un VER ou les cavités de forme sphérique ne sont disposées ni selon un
empilement de sphéres de Hashin (auquel cas ¢; = 1), ni selon un empilement
de cylindres (auquel cas ¢; = 1,5), mais dans une configuration intermédiaire.
Pour appuyer cette remarque, on a porté sur la figure 3.13 les surfaces de plas-
ticité correspondant & ¢; = 1, 1,25 et 1,5, ainsi que les simulations par éléments
finis pour les cellules cylindrique et sphérique. Le choix intermédiaire ¢ = 1,25
parait fournir la meilleure approximation des résultats numériques.

L’introduction du parameétre ¢; ne suffit pas & expliquer la rapide croissance
de la porosité observée au voisinage de la coalescence [KOP 88]. Il a alors été
proposé d’introduire une accélération de la porosité en remplacant la porosité
vraie f par une porosité effective f* donnée en fonction de f par deux segments
de droite :

;osof<t,

* = — 3.77

A PR T PSS 377
fF fc

fc est la porosité & partir de laquelle la porosité effective f* croit plus vite
que la porosité vraie f (ce que lon peut interpréter comme une amorce de
coalescence), fr étant la valeur de la porosité vraie pour laquelle la rupture se
déclenche (ce que I’on peut interpréter comme la fin de la coalescence). La ruine
du matériau se produit lorsque f* =1/¢; (alors f = fr). Cette accélération de
la convergence introduit deux constantes matériau supplémentaires f. et fr,
en plus de la porosité initiale fy et du facteur ¢;.
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Figure 3.13. Surface seuil pour un matériau poreuz, f = 0,01. Comparaison entre
critére G.T.N., avec différentes valeurs de q1, et calculs par éléments finis sur cellule
azisymétrique

3.2.6. Autres extensions du modéle de Gurson

3.2.6.1. Prise en compte de l’écrouissage

Mear et Hutchinson [MEA 85] ainsi que Perrin [PER 92] ont remarqué que
la prise en compte de I’écrouissage dans le modéle initial de Gurson conduit &
une surestimation de la vitesse de croissance des cavités. En effet, ’hétérogé-
néité de déformation plastique se traduit physiquement par des déformations
plastiques plus importantes au bord de la cavité, donc un écrouissage (durcis-
sement) plus fort qui ralentit la croissance de celle-ci. Pour prendre en compte
cette hétérogénéité de la déformation plastique, Perrin propose d’introduire
deux variables macroscopiques d’écrouissage :

t 2., . bl
eé‘q’I(t):/O ng:Epds et enl‘f(t):/o ‘Eﬁ,‘ds,

auxquelles correspondent deux limites d’élasticité o et 0! dépendant de la
porosité initiale fo [PER 92]. Le critére du milieu poreux écrouissable s’écrit :

— 2 —
3
F@, oM, o), f) = (”—;;) + 2 fcosh (—"—A";) -1-f*=0, (3.78)
o1 205
et il est possible d’y introduire également le paramétre ¢; ainsi que la porosité
modifiée f*. Ce modéle a été validé pour des chargements monotones [LEB 95]
et pour des chargements cycliques [DEV 95].
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Figure 3.14. Cavités ellipsoidales de révolution d’aze m paralléle & la direction z

3.2.6.2. Prise en compte du changement de forme des cavités

Le modéle G.T.N. considére que les cavités sont initialement sphériques et
qu’elles le restent au cours de la déformation, or il est manifeste que cette
hypothése n’est pas satisfaite car les cavités se déforment et, sauf pour des
triaxialités trés importantes, perdent leur forme sphérique initiale. Pour évaluer
Veffet des changements de géométrie, Koplik et Needleman [KOP 88] ont effec-
tué des calculs numériques sur cellules axisymétriques. La matrice est écrouis-
sable (écrouissage isotrope positif) et les grandes transformations sont prises
en compte, tant au niveau de la formulation du comportement que des chan-
gements de géométrie (cavité et bord extérieur). Les triaxialités considérées
sont relativement importantes (m/Teq = 1, 2 et 3%). Dans un premier temps
se développe une déformation plastique de la matrice qui, si elle n’est pas
homogeéne, intéresse une large zone et la cavité conserve une forme raisonna-
blement ellipsoidale avec une excentricité qui évolue. Le régime de déformation
change ensuite, ce qui correspond & une instabilité de structure du VER : la
déformation se concentre dans le ligament situé a Péquateur de la cavité, il
subit une striction et la déformation s’y concentre. Elle se poursuit alors uni-
quement par propagation de la striction dans cette zone ligamentaire. Cette
localisation de la déformation s’accompagne d’une chute brutale de la courbe
contrainte-déformation macroscopique et peut étre interprétée comme la phase
de coalescence des cavités que nous aborderons au paragraphe suivant.

La prise en compte du changement de forme des cavités peut se faire en
considérant dans un premier temps des cavités de forme ellipsoidale. Des ex-
pressions du critére de plasticité de matériaux poreux contenant de telles cavités

2 Pourquoi ne pas avoir étudié le cas de la traction simple, ot la triaxialité vaut 1/3 7
En fait, le calcul montre qu’il n’apparait alors pas d’instabilité de type coalescence pour une
cellule axisymétrique contenant une seule cavité, au moins pour des valeurs raisonnables de
la déformation
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allongées [GOL 93] ou aplaties [GOL 94] ont été proposées en faisant I’hypo-
thése que la forme des cavités et celle de leur distribution sont confocales; ces
résultats ont été récemment simplifiés et améliorés [GOL 97a]. Le facteur d’al-
longement de la cavité selon son axe de révolution (figure 3.14) est une nouvelle
variable interne S du modéle. La surface seuil dépend maintenant & la fois de
la porosité et du facteur de forme et prend la forme suivante [GOL 97a] :

Fo,1,8) = ° AT G0

+ 249+ 1)(g + foosh (S2) — (g + 1 — g, 29 + )7, (3.79)

avec T, = 2Oy + Tyy) + (1 — 202)7,,. Les coefficients C, 1, X, ¢y, g9, &
et as dépendent uniquement de la porosité et du facteur de forme. Le coeffi-
cient g est nul pour S > 0. Le terme en cosinus hyperbolique ne dépend plus
de la contrainte moyenne &, mais d’une contrainte & faisant intervenir les
contraintes selon Paxe de la cavité 7, et les contraintes dans les deux direc-
tions perpendiculaires, avec des poids différents. L’évolution de la porosité est
donnée par la conservation de la masse; les variations de S dépendent de f, de
S et du tenseur de vitesse de déformation plastique. Plusieurs cas particuliers
sont & envisager :

— 81 § = 400 la cavité est un cylindre d’axe Oz, alors ag = % de sorte que
op, ne dépend que des contraintes dans les directions perpendiculaires &
I’axe de la cavité. En particulier, une traction simple selon Oz n’engendre
pas de variation de volume ;

— si § =0 on se trouve dans le cas du modéle de Gurson;

— 81§ = —oo la cavité est une fissure plane circulaire, son volume est nul
(f = 0); ’'endommagement est alors seulement représenté par le para-
métre g. Si g < 1 on peut montrer que 'endommagement mécanique
engendré pas une fissure est le méme que celui causé par une cavité sphé-
rique de méme surface projetée.

A ce critére il faut adjoindre une équation d’évolution de forme des cavi-
tés, c’est-a-dire de la variable interne S. Celle-ci ne résulte pas d’une équation
de conservation du type (3.57), mais d’une approximation aussi précise que
possible du champ de vitesse v au bord des cavités, ce qui est détaillé dans
[GAR 96] et [GOL 97a]. Le cas de cavités ellipsoidales dans une matrice visco-
plastique en loi puissance a été traité dans [GAR 96] et [GAR 00] 4 I’aide d’une
majoration de la forme (3.73).

Une autre approche, assez différente de celle qui vient d’étre exposée, a été
développée dans [KAI 97a] et [KAI 97b]. Elle est basée sur la théorie varia-
tionnelle des composites non linéaires qui permet d’obtenir une estimation des
propriétés effectives de milieux poreux non linéaires (il s’agit en ’occurrence
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des potentiels ® et ¥ de 'équation (3.63)). Plus précisément, les propriétés
effectives linéaires de milieux poreux contenant des cavités ellipsoidales ayant
un rapport de forme donné et disposées selon une distribution également ellip-
soidale, mais avec un autre rapport de forme, peuvent étre obtenues a aide
des bornes de type Hashin et Shtrikman établies par Ponte Castafieda et Willis
[PON 95]. Ces estimations linéaires, couplées & un principe variationnel non
linéaire, équivalent, comme cela a déja été souligné au chapitre 2, & une théorie
de second moment et fournissent une estimation des propriétés effectives non
linéaires de milieux poreux. Les champs de vitesse du milieu linéaire de com-
paraison peuvent étre utilisés pour estimer le champ de vitesse local dans la,
matrice, notamment au bord des cavités. On obtient ainsi des équations d’évo-
lution explicites pour le comportement du milieu poreux, pour la distribution
des centres des cavités et pour les orientations et rapports de forme de celles-ci,
sans restriction sur la forme du chargement ou des cavités. Une implantation
de ce modéle dans un calcul de structure macroscopique a été présenté dans
[ARA 99]. Des comparaisons avec des calculs par éléments finis ont montré qu’il
est meilleur que les extensions du modéle de Gurson & faible triaxialité, mais
moins bon & haute triaxialité, la limite se situant vers om/geq =~ 1.

3.2.6.3. Prise en compte de l'anisotropie plastique initiale

De trés nombreux matériaux présentent, du fait de leur mode d’élabora-
tion (laminage, extrusion), une anisotropie plastique marquée. C’est pourquoi
le modeéle G.T.N. a été étendu afin de pouvoir traiter les matériaux obéissant
au critére de Hill [HIL 50] : [BEN 97], [DOE 95], [PRA 98]. La surface d’écou-
lement prend alors la forme suivante :

ou\? * 3 om 2 X2 _
(g) +2¢, f* cosh (E‘hﬁ) 1@ =0, (3.80)

ol o est la contrainte de Hill donnée par :
_ 3 _ _ _ _ _ _
0’%{ = 5 (hns%l —+ h228§2 —+ h338§3 —+ 2h128%2 —+ 2h238§3 —+ 2h318§1) s (381)

3 désignant le déviateur des contraintes. Le coefficient h apparaissant dans le
terme en cosinus hyperbolique de ’équation (3.80) vaut :

8 hi1 + hoo + hss 4 ( 1 1 1 )
h=4/2 o —r—+—). 3.82
\/5 hithoo + hi1hs + haghss 5 \hia  hos  har ( )

En pratique, h reste toujours proche de 2, qui est la valeur obtenue pour un
matériau isotrope.
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Figure 3.15. (a) Coalescence de deuz cavités dans un acier contenant des inclusions
de sulfure de manganeése. (b) Simulation numérique de la localisation de la déforma-
tion plastique dans les ligaments entre cavités par un calcul de cellule élémentaire
azisymétriqgue. Taux de triazialité des contraintes égal 4 1, cavité initialement sphé-
rique logée dans un cylindre d’élancement unité

3.2.7. Coalescence

La coalescence est I’étape ultime de la croissance et de la déformation des
vides. Le modéle de Gurson a été critiqué pour sa faiblesse & décrire ce stade,
principalement parce que les champs de vitesse choisis dans ’approche origi-
nale ne représentent pas la forte hétérogénéité des déformations qui, en phase
de coalescence, s’apparentent & des strictions localisées dans les ligaments entre
cavités. En fait, Gurson avait proposé des mécanismes d’écoulement plastique
par blocs, mais les auteurs qui I’ont suivi n’ont pas retenu cet aspect de ses tra-
vaux. Par contre, Richelsen et Tvergaard [RIC 94] ont observé que, si le modéle
de Gurson original est effectivement inapte & rendre compte correctement de
la coalescence, le critére modifié, notamment avec accélération de la porosité
par introduction de f*, en est capable 4 la fois qualitativement et quantitati-
vement. Il n’en reste pas moins que ce modéle modifié exige I'introduction de
quantités supplémentaires, f. et fr, dont ’évaluation reste vague. Pour s’af-
franchir de ces paramétres ajustables, d’autres auteurs ont proposé des modé-
lisations ou la coalescence est liée a la formation de couches fortement poreuses
dans lesquelles la déformation plastique se localise dans les ligaments entre
cavités. Ce phénomeéne peut étre observé expérimentalement (figure 3.15a) ou
simulé par des calculs sur cellules élémentaires (figure 3.15b).

D’autres approches de la coalescence ont été proposées. Perrin [PER 92]
considére la matrice poreuse comme un stratifié constitué d’une couche riche
en cavités (zone ligamentaire) et d’une zone de matrice pure (zone située loin
de la cavité). La porosité relative de la zone poreuse est supérieure  la po-
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Figure 3.16. Modéle de Thomason : (a) cellule de base, (b) déformation & coales-
cence en fonction du facteur de forme initial de la cavité pour trois tauz de triazialité
des contraintes et deur espacements initiaux

rosité d’ensemble, ce qui accélére, mais d’une facon moins artificielle que par
Pintroduction de f*, la porosité dans la zone qui va rompre en premier et en-
trainer la ruine totale. Thomason [THO 68], [THO 85|, a proposé une analyse
par mécanismes de blocs rigides 4 partir de volumes élémentaires simplifiés, les
cavités étant assimilées & des cubes, que nous décrivons briévement. On sup-
pose que la coalescence débute quand le ligament entre cavités atteint sa charge
limite ; la déformation se localise alors fortement, comme le montrent les calculs
sur cellules élémentaires. La condition de coalescence est écrite en considérant
Péquilibre du ligament (les notations sont décrites sur la figure 3.16) :

w(L* =) Cyo¥ = 1L T3, (3.83)

c’est-a-dire que la force dans la direction du chargement, exprimée dans le
ligament (membre de gauche), est égale & la force appliquée sur le ligament
(membre de droite). La cavité induit une concentration de contraintes dans le
ligament, de sorte que les contraintes dans la direction du chargement sont plus
élevées que la limite d’élasticité ¥. Cet effet est pris en compte par le coefficient
Cy dans I’équation précédente. Dans le cas d’une cavité axisymétrique, Cr a été
calculé par une méthode de borne supérieure [THO 85] :

2
C;=0,1 (?) +1,2 \/% (3.84)

En remarquant que 33 = 20eq/3+m, le critére de coalescence peut se réécrire :

2 Om
AnCy = (— + f—) X, (3.85)
3 Oeq



Endommagement 133

ot A, =1—-b2/L?X et X = 0e¢q/0¥ < 1. Le terme de gauche est purement
géométrique et le terme de droite représente le chargement extérieur. L’utilisa-
tion d’un modéle de comportement permet d’évaluer 1’évolution de la porosité,
des facteurs de forme a/b (cavité) et H/L (cellule), ainsi que du facteur X, ce
qui a été fait initialement en considérant [THO 85] que X est donné par la loi
des mélanges (1 — f), que la porosité reste constante et que le changement de
forme est décrit par le modéle de Rice et Tracey. Pour tenir compte de I’évo-
lution de I’endommagement, il est possible [ZHA 95] d’utiliser le modéle de
Gurson pour calculer f et X, mais le changement de forme n’est alors pas pris
en compte. La méme démarche peut étre employée en s’appuyant sur le modéle
de Gologanu et Leblond qui permet d’inclure la forme de la cavité [BEN 99].
La figure 3.16 présente les déformations de début de coalescence prévues par
ce dernier modéle en fonction de la forme initiale de la cavité, pour trois taux
de triaxialité des contraintes. Dans tous les cas, la sollicitation principale est
selon Paxe des cavités, lesquelles sont initialement distribuées de fagon isotrope
(H/L = 1) ou anisotrope (H/L = 3). On retrouve trois effets importants :
la ductilité est réduite aux fortes triaxialités, les cavités aplaties (allongées)
diminuent (augmentent) la ductilité et celle-ci est accrue (réduite) lorsque les
cavités sont centrées dans des cellules allongées (aplaties).

3.2.8. Nucléation

La nucléation des cavités est gouvernée par deux mécanismes principaux
dont le poids relatif dépend du matériau considéré (section 6.7). La premiére
source de création de cavités tient & la décohésion aux interfaces d’inclusions
de seconde phase et le terme de nucléation correspondant est donc piloté par la
composante hydrostatique de la contrainte macroscopique. Une seconde source
de création de cavités tient & la matrice elle méme : des cavités se forment
lorsque la déformation dans la matrice atteint une déformation limite. Le
terme de nucléation correspondant est donc piloté par la déformation plastique
« moyenne » de la matrice.

Chu et Needleman [CHU 80] ont proposé un modéle regroupant les deux
sources de nucléation :

Fruct. =B (Gm + M) + DM, (3.86)

ol la constante B traduit I’influence de la contrainte hydrostatique macrosco-
pique et de ’écrouissage de la matrice, tandis que la constante D traduit celle
de la déformation plastique moyenne de la matrice. On remarquera toutefois
que, oM et €M étant liés par la loi d’écrouissage de la matrice, le terme en
oM est équivalent & un terme en £M. Pour tenir compte d’une certaine disper-
sion des propriétés de la matrice et des interfaces particules-matrice, Chu et
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Needleman proposent d’exprimer les constantes B et D par des lois gaussiennes
normales :

M —_ _ 2
B = fN exp l—l (_U +0;m UN) ] )

syV2m 2
M _ 2
D= v exp —1 (676]\]) .
SNV 2T 2 SN

Lorsque la nucléation est pilotée par la déformation plastique, la constante B
est nulle, tandis que la constante D est nulle lorsque la décohésion prédomine.

Remarquons enfin que, lorsque la nucléation est incluse dans analyse, le
terme fp0. intervient dans ’expression du module d’écrouissage H, car la
relation de cohérence fait intervenir f; il faut donc en tenir compte.

3.2.9. Mise en ceuvre des modéles d’endommagement ductile

Le critére G.T.N. (3.76) est a ’heure actuelle le modéle le plus souvent em-
ployé dans la littérature [TVE 90a] et ses applications sont nombreuses. L’une
des premiéres et des plus spectaculaires est certainement ’analyse de la rupture
en tronc de cone [TVE 84]. D’autres applications aux métaux ont suivi : ana-
lyse de la rupture d’éprouvettes entaillées [BEC 88], transition fragile-ductile
et analyse de l’essai Charpy [TVE 88|, extension en dynamique [NEE 91], mais
aussi aux composites & matrice métallique [LLO 91] et, plus récemment, aux
polyméres [STE 97]. Ce modéle et ses extensions utilisent des paramétres dont
certains ont été introduits sur une base micromécanique, alors que d’autres
sont purement phénoménologiques. Il n’est pas toujours facile de les détermi-
ner, certains étant seulement des paramétres d’ajustement. L’objet de cette fin
de chapitre est de donner des exemples de détermination de ces paramétres et
d’application des modéles.

3.2.9.1. Parameétres du modéle G.T.N.

Dans les cas ou 'endommagement est uniquement contrélé par la crois-
sance des cavités (absence de nucléation), il convient de déterminer la valeur
de la porosité initialefy. Celle-ci peut varier de 10~ dans les aciers les plus
récents & 107! dans les fontes & graphite sphéroidal [STE 98] ou les métaux
frittés [BEC 88]. Dans les aciers contenant des inclusions (sulfures de manga-
nése, de calcium, etc.), on considére souvent qu’il y a décohésion immédiate,
de sorte que la fraction volumique d’inclusions s’identifie & la porosité initiale.
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Quand fy est trés faible, les difficultés de mesure ont conduit certains auteurs
A considérer cette quantité comme un paramétre ajustable du modéle G.T.N.

La croissance de la porosité est controlée par deux coefficients, ¢; et ¢o, qu’il
est possible de déterminer en mesurant les variations de densité des matériaux
testés [PAR 98] ou en mesurant un coefficient de Poisson plastique lors d’un
essal de traction. Ces méthodes ne sont toutefois applicables que lorsque la
porosité est assez élevée. Une autre méthode consiste & étudier la croissance
des plus grosses cavités [HEL 99]. En ’absence de mesure, on utilise souvent
les valeurs ¢ = 1,5 et g0 = 1.

La fonction f* a été introduite sur une base heuristique afin de reproduire
la rupture liée a la coalescence des cavités. La forme en deux segments de
droite (3.77) introduit deux nouveaux parameétres : f., porosité de début de
coalescence, et 6 = (1/q1 — f.)/(fr — f.), pente de Paccélération. Les valeurs
de § employées dans la littérature sont en général proches de 5 (fr = 15 %).
Il est aussi tout & fait possible, bien que cela soit rarement fait, d’utiliser une
autre forme pour f* [MAT 94].

La création de nouvelles cavités est décrite de fagon purement phénoméno-
logique. L’équation (3.86) propose une formulation trés générale. Le terme en
m doit étre traité de facon spécifique lorsque o, décroit, en particulier lors de
la rupture. En pratique, on utilise le plus souvent une nucléation controlée par
la déformation plastique. La cinétique peut dépendre de e™ (la loi gaussienne
normale pour D est un cas particulier), mais aussi d’autres variables. On peut
supposer que le coeflicient D est une fonction croissante du taux de triaxialité
des contraintes, afin de représenter un endommagement plus rapide pour des
pressions hydrostatiques élevées [HEL 99].

Lorsque 'on cherche & simuler la propagation de fissures, on observe une
forte dépendance des résultats de calcul vis-a-vis de la taille de maille em-
ployée [LIU 94]. La figure 3.17 illustre cette dépendance dans le cas d’une
éprouvette C.C.P. (center crack panel) : 'énergie de rupture est d’autant plus
faible que la taille de maille est petite. Ceci est di 4 deux effets. D’abord, les
champs de déformations et de contraintes sont singuliers en pointe de fissure
en petites déformations (voir [RIC 68], par exemple) et I’on obtient encore des
valeurs trés importantes si on tient compte des grandes transformations, ce
qui conduit & une mauvaise estimation de 'amorcage. Ensuite, un probléme
similaire se présente lors de 'utilisation d’indicateurs d’endommagement (pa-
ragraphe 3.2.2) : en utilisant une taille de maille fixe, le critére d’amorcage est
formulé en termes de valeur critique de 'indicateur & une distance critique. 11
est possible d’utiliser des mailles fines et de faire la moyenne des contraintes et
déformations dans un voisinage de la pointe de fissure [KIM 98]. Cette solution
ne peut étre employée avec des modéles couplés et de nombreux auteurs consi-
dérent la taille de maille comme un paramétre ajustable [ROU 87], [XIA 95].
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Figure 3.17. Eprouvettes C.C.P. en Zircaloy-4 hydruré [GRA 98] : avancée de la
fissure en fonction du déplacement imposé. Dépendance de la vitesse de propagation
en fonction de la taille de maille (um X pm) en pointe de fissure

Figure 3.18. Valeurs de S calculées pour des éprouvettes entaillées comportant des
cavités allongées ou aplaties

Cette solution, bien que numériquement efficace, reste imparfaite car la taille
de maille sert & la fois & discrétiser la géométrie et 4 fixer une longueur caracté-
ristique du matériau. Une autre possibilité consisterait & employer des modéles
de comportement non locaux [BAZ 88], [DEB 91], [PEE 96], qui se développent
dans le domaine de la rupture ductile [GOL 97b], [MUH 98]. Dans tous les cas,
il est important de fixer une longueur caractéristique du matériau.
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Figure 3.19. Simulation d’une éprouvette axisymétrique entaillée

3.2.9.2. Forme des cavités

La figure 3.18 illustre I’application du modéle (3.79) dans le cas d’une éprou-
vette axisymétrique entaillée contenant des cavités allongées ou aplaties. Dans
les deux cas, le taux de triaxialité des contraintes dans la plus petite section est
maximal au centre de ’éprouvette. Dans le cas des cavités initialement allon-
gées, celles-ci s’arrondissent au centre de I’éprouvette du fait de la triaxialité
élevée; sur le bord, les cavités s’allongent car la triaxialité est faible et la dé-
formation plastique importante. Les cavités initialement aplaties s’arrondissent
quelle que soit leur position dans la section de I’éprouvette, avec un effet plus
marqué au centre i cause de la triaxialité.

3.2.9.3. Plasticité anisotrope de la matrice

Méme en conservant un endommagement isotrope et des cavités sphériques,
la prise en compte de ’anisotropie plastique dans un calcul de structure peut
modifier notablement les taux de triaxialité des contraintes, par exemple en
pointe de fissure ou en déformation plane, et donc les cinétiques d’endomma-
gement. La figure 3.19 illustre ’emploi du modéle anisotrope (3.80) dans le cas
d’éprouvettes axisymétriques entaillées provenant d’une tole laminée obéissant
au critére de Hill [RIV 98]. Du fait des symétries, un huitiéme de 1’éprouvette
est maillée; celle-ci est sollicitée dans le sens travers de la tdle et la figure
représente la force F' normalisée par la section initiale Sy en fonction des va-
riations des diamétres de la section selon les sens long (A¢y) et travers court
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(A¢s). On constate que le sens travers court se déforme plus facilement que
le sens long. La carte des valeurs de ’endommagement (porosité f) aux points
de Gauss est représentée & I'instant correspondant au début de la rupture de
Péprouvette (points A). Le calcul est réalisé avec le modele G.T.N. en prenant
fo=1510"%, f,=7,410"%, 6 =38.

3.2.9.4. Nucléation

L’objectif est ici de montrer sur un exemple comment il est possible de
déterminer une cinétique de nucléation i partir de I’observation du matériau au
lieu de la considérer comme une loi ajustable par comparaison entre expériences
et simulations. Le traitement présenté est un cas particulier.

Le matériau est un acier austéno-ferritique dont la ferrite vieillie est fragili-
sée. Lors de la déformation plastique, celle-ci clive et engendre des microfissures
qui viennent s’émousser dans ’austénite (figure 3.20a). En réalisant des essais
de traction sur éprouvettes plates, il est possible de dénombrer les fissures par
unité de surface N, en fonction de la déformation plastique. Pour déterminer
la taille des fissures, on prédéforme une éprouvette qui est ensuite défragilisée
par traitement thermique, puis rompue : les fissures de clivage apparaissant sur
le faciés de rupture ont été formées lors de la prédéformation (figure 3.20c).
Supposant qu’une fissure est mécaniquement équivalente 4 une cavité de méme
surface projetée, la cinétique de nucléation est donnée par :

f:nucl. =DeM 1 <S%> WNo m (3.87)

~ 37 (D) &M ©

ol s est la surface des fissures et D leur projection dans le plan de rup-
ture [JOL 91], [JOL 92a]. Cette cinétique peut étre directement utilisée dans
le calcul de structure [DEV 97]. Cet exemple illustre Iutilisation d’une mesure
quantitative, mais ’observation qualitative des modes d’endommagement peut
toutefois fournir une forme raisonnable pour la fonction D (équation (3.87)),
par exemple en indiquant un seuil pour la nucléation [PRA 98].

3.2.9.5. Hétérogénéités spatiales

Les cavités ou les sites de nucléation peuvent étre répartis de fagon hétéro-
géne dans le matériau. C’est par exemple le cas des aciers austéno-ferritiques
présentés au paragraphe précédent, pour lesquels on constate que la nucléa-
tion se fait en amas dont la taille est d’environ 1 mm (figure 3.20a et b). Dans
des aciers plus courants, les inclusions, généralement des sulfures de manga-
nése, peuvent étre réparties sous forme d’amas [DEC 98]. Deux informations
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Figure 3.20. Endommagement des aciers austéno-ferritiques. (a) Fissures de cli-
vage amorcées dans la ferrite fragilisée (en gris foncé) et (b) cellules de Voronot bé-
ties autour de fissures de clivage (surface observée de 10 x 25mm?® et déformation
plastique macroscopique de 4,5 %). (¢) Fissures de clivage vues dans le plan perpen-
diculaire & Uaze du chargement

grille aléatoire AxA

+ maillage

Figure 3.21. Représentation schématique montrant comment la position de chaque
point de Gauss dans la grille permet de lui associer une valeur du paramétre aléatoire

de nature métallographique sont alors nécessaires pour décrire la distribution
spatiale des hétérogénéités : d’une part une distance caractéristique A donnant
la taille du domaine dans lequel la variable aléatoire peut étre considérée comme
constante, et d’autre part la fonction de distribution de la variable aléatoire,
compte tenu du choix de la distance caractéristique. La figure 3.21 montre
schématiquement comment ces deux informations peuvent étre intégrées & un
calcul de structure. On crée une grille de pas A dans laquelle on tire ensuite
au hasard des valeurs de la variable aléatoire. En plaquant sur cette grille un
maillage éléments finis, il est alors possible d’associer & chaque point de Gauss
une valeur de la variable aléatoire.
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Figure 3.22. Courbes charge-déplacement simulées pour un essai de traction avec
une nucléation homogéne (D = 0,1, 0,6 et 1) et une nucléation hétérogéne (siz tirages
aléatoires). Carte d’endommagement (f en %) auz points de Gauss dans la zone de
striction avant rupture pour une nucléation hétérogéne

Dans le cas des aciers austéno-ferritiques (figure 3.20), la variable aléatoire
est le parameétre de nucléation D (équation (3.87)), qui peut étre considéré
comme constant sur des plages de 1 x 1mm?. D varie de 0,1 & 1 avec une va-
leur moyenne de 0,6 [JOL 92b]. Avec ces valeurs, une éprouvette de traction a
été simulée (figure 3.22) soit en utilisant une valeur uniforme pour D, soit en
utilisant une répartition aléatoire. Dans le premier cas, la valeur minimale de
0,1 donne une courbe de traction qui surestime les efforts ainsi que la déforma-
tion & rupture, la valeur moyenne de 0,6 représente bien les contraintes mais
surestime toujours la ductilité, enfin la valeur maximale de 1 sous-estime les
efforts mais représente bien la ductilité moyenne. Si 'on utilise une distribu-
tion spatiale aléatoire, il convient de réaliser plusieurs tirages; six simulations
avec nucléation hétérogéne ont été réalisées (figure 3.22). Elles représentent
bien les courbes force-déplacement expérimentales, la ductilité moyenne ainsi
que les dispersions expérimentales [DEV 97]. On note en particulier qu’une
distribution hétérogéne peut amener une ductilité plus faible que la distribu-
tion homogeéne correspondant 4 la cinétique d’endommagement la plus rapide
(D = 1). Remarquons que, dans le cas particulier des aciers austéno-ferritiques
pour lesquels un seul mécanisme d’endommagement controle la rupture (clivage
de la ferrite), il a été possible de bien représenter les données expérimentales,
fissuration comprise, sans avoir recours 4 la fonction f* du modéle G.T.N.

Si la longueur caractéristique de la distribution A est du méme ordre de
grandeur que la taille des échantillons testés, on observe expérimentalement
des dispersions et des effets d’échelle qui peuvent étre modélisés en utilisant la
méme technique. Notons enfin que la méme méthodologie a été appliquée & des
matériaux ol la porosité initiale varie dans 'espace [BEC 87], [DEC 98].
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