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Résumé: Les solutions numériques d’équations
aux dérivées partielles, calculées par des schémas
classiques, sont généralement dégradées au voisinage
des interfaces. Pour améliorer la précision du calcul,
il est intéressant de coupler le schéma numérique
choisi & une méthode d’interface. Celle-ci prend en
compte les conditions de continuité aux interfaces.
Nous étendons ici en dimension 2 1’ “Explicit Simpli-
fied Interface Method” (ESIM) et I’appliquons aux
équations de "acoustique.

1 Introduction

On s’intéresse a la résolution numérique des
équations de 'acoustique en présence d’interfaces.
En dimension 2, une interface est une courbe au
passage de laquelle un ou plusieurs coefficients de
I’équation aux dérivées partielles sont discontinus.
Ces coefficients s’expriment en fonction de la masse
volumique et de la célérité des ondes acoustiques, no-
tées respectivement p et ¢: les milieux sont choisis ici
homogénes par morceaux. L'interface I' étant le lieu
des points M (z,y) annulant une fonction F(z,y),
on écrit :

(p=,c7) siF(z,y) <0
(prc) = (1)

(pt,ct) st F(z,y) > 0.

Les schémas de différences finies ou volumes finis uti-
lisent les valeurs de p et ¢ aux noeuds du maillage
ou des moyennes de ces coefficients sur les mailles.
Dans le cas ou 'interface coupe les lignes du maillage
(figure (1)), les schémas numériques classiques ne
prennent pas en compte avec précision les caracté-
ristiques géométriques et la position de D'interface
par rapport aux noeuds du maillage.

De plus, les solutions sont irrégulieres au passage
d’une interface. Cela fait chuter ’ordre du schéma
numérique choisi aux points irréguliers. Un point ir-
régulier est un point pour lequel le schéma utilise
des valeurs en des points situés de autre coté de
Pinterface que lui. Il s’ensuit une perte de précision
d’autant plus marquée que les contrastes sont im-
portants et que le nombre d’interfaces est grand.

L’étude numérique de la propagation des ondes au
voisinage des interfaces est alors dégradée.

L’utilisation aux points irréguliers d’'une méthode
dinterface améliore la précision du calcul. Les mé-
thodes d’interface font reposer le calcul de la so-
lution aux points irréguliers sur les conditions de
continuité aux interfaces. L” "Immersed Interface
Method” (ITM) de Zhang et LeVeque [3] revient &
écrire un nouveau schéma de différences finies aux
points irréguliers, schéma dont les coefficients sont
obtenus par la technique des coefficients indétermi-
nés. Malgré ses qualités, I'TIM introduit de la disper-
sion numérique, dégradant I’amélioration qu’elle ap-
porte. Cela nous a conduit a développer, en dimen-
sion 1, une nouvelle méthode d’interface, I’ ” Explicit
Simplified Interface Method” (ESIM) [2]. Le but de
la présentation est d’étendre cette méthode en di-
mension 2.

2 Equations pour I’acoustique

2.1 Lois de conservation

On note u et v les composantes de la vitesse
acoustique @ dans un repere cartésien (O, z,y), et
p la pression acoustique. La linéarisation des équa-
tion de la mécanique dans le cas d’un fluide parfait
homogéne et au repos conduit a:

pUt + pe = 0
pve +py =0 (2)
pe + pc(ug +vy) = 0.

On pose U(z,y,t) = *(u,v,p),

o o L 0 0 0
p 1

A= 0 00 |,B=10 0 5],
pc? 0 0 0 pc? 0

(3)
et on obtient le systéme hyperbolique du premier
ordre :

Ui+AU, +BU, =0. (4)



2.2 Schéma numérique

Pour résoudre (4), nous utilisons un schéma de
différences finies d’ordre 2 en temps et en espace, le
schéma de Lax-Wendroff. Le pas en espace Az = Ay
et le pas de temps Af sont choisis constants. Les
points du maillage ont pour abscisses et ordonnées
z; = 1Az, y; = jAy et les instants de calcul sont
t, = nAt. La valeur numérique U{Z"l, approxima-
tion de U(x;, yj,tny1), s'écrit:

Un+1 Un At (A(Un

n
i,f 2Ax i+1,j5 Ui—lyj)

n n 1 (cAt\? (rn
+B(U 4 —UNZ) + 5 (CA—x> (U1 ()

FUP Ul +UP_y — AUP)).

De mise en oeuvre aisée, le schéma de Lax-Wendroff
est utilisé ici pour présenter facilement ’ESIM. En
pratique, on peut utiliser des schémas plus précis,
comme les schémas TVD et WENO [2].

3 Conditions de saut

3.1 Repere local tangent a I'interface

On utilise ici une représentation paramétrique
(x = 2(7),y = y(7)) de 'interface T'. Soit un point
Po(zo = =(m0),y0 = y(m0)) de ['. 7¢ est le vecteur
normal & I' en Py, de composantes (—yl (7o), l‘l(To)).
On définit le repére local direct (Pg,&,n) de telle
sorte que l'axe des ¢ est orienté selon 7§ et ’axe
des 7 tan jent a 'interface (figure (1). On note 0y
I’angle (Oz ﬁ tel que:

cosfly = y (m0)
V' (m0) + ()
, ©)
sinfy = —2 (10)

\/x (o) + v'2(r0)

Pour un point M de coordonnées (z,y) dans le
repére global (O, x,y) et de coordonnées (£,7) dans
le repére local, on a les formules de changement de
repere :

x=xg+& cosfly — 1 sinfy

(7)

y=1yo+ & sinfy+ 7 cosby.

Pour ce point M, on désigne par U = (u,,p) le
vecteur des composantes de la vitesse acoustique et
de la pression acoustique dans le repére (Py, &, ), et
on passe de U(£,1,t) & U(x,y,t) par une matrice de
rotation :

U(En,t) = Q3 Uz, y,1),
costly —sinfy 0 (8)
avec Qg = sinfly  cosfy 0
0 0 1

Py étant fixé, Qg est une matrice constante. Par dé-
rivation de (8) par rapport a & et 7, et avec le chan-
gement de repére (7), on a en M :

Ue = Q' (5U +3@ >

= le (Uy cosby + Uy sinby),
_ 0 ©
U, = QEl (g%U +3%Uy>

Qal (—Usy sinfy + Uy cosby) .

3.2 Conditions de saut dans le repere
local

L’inversion des formules de changement de re-
pére (7) conduit & une représentation paramétrique
(& = &(r),n = n(r)) de T dans le repére local
(Po,€,m). En un point P de linterface, de coor-
données (&(7),n(7)) dans le repere local, la pression
acoustique et la composante de la vitesse acoustique
normale a I' sont continues au passage de I'interface :

= (r)@-¢(nE=0, [F=0. (10)

[f] désigne la différence des traces d’une fonction
f(€,m,t) en P et W est le vecteur normal & I en P,
de composantes (—51 (), 77/(7')) dans (P, &, 7).

La dérivation des relations (10) dans le repére
local donne les conditions de saut reliant & tout ins-
tant les dérivées successives de U(&,n,t) par rapport
a & et 1 de part et d’autre de 'interface. Au pre-
mier ordre de dérivation, et pour P = Py(£(mp) =
0,7(m) = 0) (on a alors ¢ (m0) = 0), on obtient:

(7. 7]

Tt o= AT,
U: = A2U_+A3U;; (11)
UZ— = A4U_+A5U;+A6U£_)
avec
A = Ay = diag (1,%,1>,
., ~ 01 0
A2:5,2(T°) (f’—+—1> 10 0 |,
17 () \P 00 0
i1 _ 12)
4, = & (10 (L—1> diag (—1,1,0),
4 772(7_0) p+ g( )



Nous avons corrigé ici les formules de saut calculées
par Zhang [3].

3.3 Conditions de saut dans le repere
global

Le report dans les relations (11) des formules
(8) et (9) appliquées pour le point Py conduit, en
ce point Py, aux conditions de saut de part et
d’autre de linterface pour U(z,y,t) et ses déri-
vées premieres par rapport a x et y. En posant:

Bi=QoA; Q7' (i=1,6), et:
Cl = Bla

Cy = By costly — By sin b,

C3 = Bs sin® 6y — Bj sin 0 cos 8y + Bg cos> o,

C4 = Bs sinfy cos 0y + Bs cos® 0y — Bs sin 0y cos g,
Cs = By costly + By sin b,

Cs = Bg sinfg cosy — Bs sin’ g — Bg sin 0y cos o,

C7 = Bs cos? 6y + Bs sinfg cosfy + Bg sin’ o,
(13)
les conditions de saut en Py exprimées dans le repere
global s’écrivent :

U+201U_,
Ut :CQU_+C3U;+C4Uy_, (14)

Uf =CsU™ + CsUy +Cr U

4 ESIM

4.1 Principe de la méthode

Au lieu de construire un nouveau schéma aux
points irréguliers, I’ESIM repose sur le calcul de va-
leurs modifiées de la solution en ces points, notées
U;. Les valeurs modifiées sont construites de telle
sorte que les conditions de continuité soient véri-
fiées a l'interface, jusqu’a un certain ordre. En un
point irrégulier, le schéma numérique utilise les va-
leurs modifiées aux points de 1’autre coté de I'inter-
face que lui a la place des valeurs numériques en ces
points. Dans I'exemple de la figure (1), le schéma
(5) couplé & 'ESIM s’écrit en (z;,y;) :

n+1 _ n At * n
Ui,j - Ui,j - QAZ‘(A( i+1,5 i—lyj)

« n 1 (cAt\? 7rs
+B(U} ;41 = U_1)) 7(27) (U1

+UL + U +UR = AUS).
(15)

En dimension 1, le calcul des valeurs modifiées est
local [2]: en chaque interface, il fait intervenir un
nombre de valeurs numériques dépendant seulement
du schéma numérique utilisé et indépendant du
nombre d’interfaces voisines. En dimension 2, nous
en sommes venus a une détermination globale de
toutes les valeurs modifiées. Les systémes matriciels
a résoudre sont beaucoup plus grands que dans le cas
de 'TIM (laquelle conserve un traitement local en di-
mension 2) et dépendent de la taille de I'interface.
Par contre, la stabilité du schéma obtenu est remar-
quable, méme en présence de treés forts contrastes.

4.2 Valeurs modifiées

Dans le cas de milieux identiques, la solution
U(x,y,t) est continue et réguliere dans un voisinage
de Py : on peut évaluer U, U, et Uy, en P, par inter-
polation de Lagrange d’ordre 2, basée sur les valeurs
numériques aux points de la maille contenant Fy.

Pour des milieux différents; U est irréguliére au
voisinage de FPy. On écrit deux estimations de U en
Py par interpolation de Lagrange, une du coté du
milieu - et une du coté du milieu +. L’estimation
du coté - (resp. +) est basée sur les valeurs numé-
riques aux points irréguliers de la maille contenant
Py, du c6té - (resp. +), et sur les valeurs modifiées
aux points irréguliers de la maille contenant Py, du
coté + (resp. -). L’application des conditions de saut
(14) aux deux estimations conduit & trois relations,
liant les valeurs numériques et les valeurs modifiées
aux points irréguliers de la maille contenant FPj.

4.3 Résolution numérique

La discussion précédente porte sur un seul point
Py de D'interface. Pour obtenir ’ensemble des va-
leurs modifiées nécessaires au schéma numérique,
il convient de suivre la méme démarche en un en-
semble de IV, points de I'. Nous utilisons une répar-
tition uniforme de ces points sur I'interface: celle-
ci étant décrite par un parameétre 7 € [0,27], les
points P, ont pour coordonnées Py (z(mx), y(7)),
avec 7, = 2kw/N,, k = 0...N, — 1. En chaque point
Py, on doit :

— déterminer ’angle 85 de rotation du repére lo-
cal tangent & T' en Py (6);

— calculer les matrices C7 & C7 (13);
— repérer les points entourant Py et écrire en Py
les interpolations de U, U, et U, du coté du

milieu + et du coté du milieu -;

— déduire les relations vectorielles (14) liant les
valeurs modifiées et numériques en ces points.



Le nombre de points Pj doit étre suffisant pour
que chaque point irrégulier appartienne au moins
une fois a une maille contenant un tel point Py. De
plus, le nombre d’équations doit étre au moins égale
au nombre d’inconnues, soit N, > Nipr /3 (Niyp est
le nombre de points irréguliers).

Dans ces conditions, on obtient un systéme de
3 N, équations vectorielles & N;., inconnues, soit :

M (U7) = N (U), (16)

ot (U*) et (U™) sont les ensembles de valeurs mo-
difiées et numériques aux points irréguliers. Les ma-
trices M et N sont rectangulaires 9 N, x 3 N;p.r. Le
systéme (16) est résolu au sens des moindres carrés :

(U") = (M M)™ ("MN) (U") = (R) (U").
()
La résolution de (17) ne nécessite pas le stockage
de M. Les interfaces étant fixes, le calcul de R doit
seulement etre fait une fois, en pré-traitement; la
position des points irréguliers est alors aussi stockée
en mémoire. Il suffit, & chaque pas de temps, d’ef-
fectuer la multiplication (17) et d’utiliser les valeurs
modifiées adéquates aux points irréguliers.

0)

5 Application

Nous illustrons cette étude par I’exemple d’une
inclusion d’air (p = 1.3kg/m3, ¢ = 340m/s) dans
de leau (p = 1000 kg/m?, ¢ = 1500 m/s). Sans trai-
tement d’interface, ou avec I'lIM, le schéma numé-
rique est instable. A notre connaissance, I’ESIM est
la premiére méthode permettant de tenir de pareils
contrastes. Lors de ’exposé oral, nous présenterons
des films de simulations numériques du champ dif-
fracté par I'inclusion.

6 Conclusion

Nous avons étendu en dimension 2 une nouvelle
méthode d’interface, 'ESIM, et appliqué cette mé-
thode aux équations de 'acoustique. L’ESIM per-
met d’améliorer les solutions numériques calculées
au voisinage des interfaces et de renforcer la stabilité
des schémas numériques en cas de forts contrastes.

Au cours de ce papier, nous avons utilisé les
conditions de continuité naturelles entre deux fluides
parfaits. Il est toutefois tres intéressant de considé-
rer des conditions de continuité différentes des condi-
tions naturelles. Ce cas est examiné lors d’un autre
exposé [1] : en dimension 1, des conditions de contact
imparfait entre deux solides sont incorporées a un
schéma numérique.

Fic. 1 — Repére local tangent en un point Py. Points irréguliers désignés par des étoiles *
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