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Résumé. Nous appliquons la méthode de Cagniard-de Hoop au calcul des ondes acous-
tiques transitoires émaises par une source ponctuelle dans un milieu aux propriétés physiques
contindment variables selon une direction d’espace. Les équations du probleme sont résolues
de maniére approchée dans le domaine de Fourier-Laplace par développement en série de
Neumann, qui converge pour tout type de milieu. Le retour dans le domaine spatio-temporel
est effectué sans avoir recours a une transformée de Laplace inverse: grdace a un change-
ment de variable complexe, la solution dans [’espace de Laplace apparait directement sous
la forme d’une transformée de Laplace. On montre lutilité de la méthode par comparaison
des résultats avec ceuxr obtenus grice & une méthode purement numérique, dans différentes
configurations. Ce travail constitue une étape préliminaire pour le calcul de la réponse tran-
sitoire d’une plaque élastique de propriétés variables, en vue de sa caractérisation.
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1 Introduction

En acoustique, on considére souvent que les propriétés physiques des milieux de pro-
pagation sont constantes en temps et en espace, et éventuellement discontinues au travers
d’interfaces. Cette description est parfois trop idéalisée: dans certains cas, la variation des
paramétres physiques selon une ou plusieurs directions d’espace influence la propagation
des ondes. C’est par exemple le cas en acoustique sous-marine, ou la célérité des ondes
acoustiques varie surtout avec la profondeur [6]. En figure 1-a, on représente un exemple
classique de profil de bathycélérimétrie. La célérité des ondes est maximale au voisinage
de la surface et du fond, a cause des effets respectifs de la température et du poids de
la couche d’eau. La figure 1-b représente un exemple moins classique de profil, dit profil
"double-bosse". Un tel profil est observé par exemple au niveau du détroit de Gibraltar, a
cause du mélange des eaux froides de I’Atlantique et des eaux chaudes de la Méditerranée.
D’autres disciplines sont aussi concernées par la propagation des ondes mécaniques & tra-
vers des milieux a gradient unidirectionnel de propriété, par exemple la géophysique [1] ou
le controle non-destructif des matériaux [3].

1. correspondant : lombard@lma.cnrs-mrs.fr



500 500

1000 1000

1500 1500

Lo y(m)
1 ¥(m)

000

2500 2500

3000 3000

3500 3500

1470 1480 1490 1500 1510 1520 1530 1540 1550 1560 1570 1470 1480 1490 1500 1510 1520 1530 1540 1550 1560 1570

c(m/s) c(m/s)

F1G. 1 — Profils bathycélérimétriques : classique (a), "double-bosse" (b).

Plusieurs techniques existent pour simuler la propagation des ondes en milieu conti-
niiment variable. Les plus anciennes sont les méthodes de rayons, découlant d’approxima-
tions haute-fréquence de ’équation d’Helmholtz [6]. Une de leurs limitations est de ne pas
permettre le calcul en régime transitoire. Les méthodes d’équation parabolique, essentielle-
ment développées en régime harmonique, sont des approximations paraxiales des équations
d’ondes [6]: la qualité de ces méthodes décroit lorsque 'on s’éloigne des directions privilé-
giées de propagation. Enfin, les méthodes de simulation directe dans le domaine temporel,
par des schémas de différences finies ou éléments finis, sont trop cotiteuses d’un point de
vue informatique si la distance de propagation considérée est importante.

Notre but est ici d’obtenir des réponses temporelles pour une position quelconque des
couples source-récepteur. Les méthodes mentionnées précédemment ne conviennent donc
pas. La stratégie choisie ici consiste alors & adapter une méthode analytique classiquement
utilisée pour calculer la réponse acoustique temporelle a4 une excitation ponctuelle: la
méthode de Cagniard-de Hoop. Cette méthode a été proposée par Cagniard en 1930, puis
ameéliorée par de Hoop en 1960 [5]. Une tendance actuelle en acoustique étant ’analyse
des signaux transitoires, la méthode de Cagniard-de Hoop connait un regain d’intérét.
Ainsi, plusieurs auteurs 'ont récemment adaptée [3, 9], voire utilisée comme outil d’analyse
numeérique [2].

La méthode de Cagniard-de Hoop a principalement été appliquée a des milieux aux
propriétés physiques constantes par morceaux. La résolution des équations obtenues aprés
passage dans le domaine de Fourier-Laplace est alors explicite. A notre connaissance, les
seuls auteurs ayant étudié le cas de milieux & gradient unidirectionnel de propriétés sont
Verweij et de Hoop [4, 10|, dont nous nous inspirons trés largement. La principale origi-
nalité de la présente étude réside dans la mise en oeuvre numérique des algorithmes, et
particuliérement dans la comparaison avec une autre méthode de calcul. Pour simplifier,
on considére ici le cas d’un milieu fluide infini, en dimension 2 et sans interfaces. Beaucoup
de détails techniques sont omis: nous renvoyons pour cela le lecteur intéressé vers |7].



2 Etude théorique

2.1 Modélisation du probléme

Les inconnues du probléme sont u, v les composantes horizontale et verticale de la
vitesse acoustique, et p la pression acoustique. Les paramétres physiques sont la masse vo-
lumique p et la célérité des ondes acoustiques ¢, qui dépendent de la profondeur y et sont
supposées suffisamment réguliéres, i.e. de classe C'. On considére une source de masse
(monopdle acoustique), modélisant par exemple une explosion sous-marine ou un émet-
teur. Les longueurs d’ondes émises étant supposées trés grandes devant les dimensions
caractéristiques de la source, on assimile celle-ci & un point, situé en (zs = 0,ys). La fonc-
tion temporelle décrivant le débit massique est notée ¢(t), avec g causale et satisfaisant
q(0) = 0. La linéarisation des équations de conservation dans un fluide parfait au repos
avec terme source de masse conduit au systéme d’EDP

(Ou 10p
ot Tpae 0
dv 10p
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auquel on adjoint les conditions initiales u(x,y,0) = v(z,y,0) =0, et p(z,y,0) = 0.

2.2 Reésolution du probléme

1°r¢ gtape: transformations intégrales. On applique une transformée de Fourier

en z (variable duale k) et une transformée de Laplace en t (variable duale s) a (1) [8, 11],

d’ou 'EDO
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On diagonalise A = PDP~! et on introduit le nouveau vecteur inconnu w = P~'b, d’ou
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ou x est la fonction de réflexivité du milieu. En milieu homogéne, x = 0. En milieu hété-
rogéne, y # 0 et la matrice A non diagonale dans (2) couple les composantes de w.



28me gtape: solution en Fourier-Laplace. On écrit la solution de (2)
(4) w = w, + Lw,

ol wy, satisfait le systéme diagonal & coefficients variables et terme source singulier

En posant Y = «/p, la solution de ce systéme est

V2

A i (y) = 2 oly) (g)? Y12 (y) H(y — ys) G exp (—5 /y v(v) dV) ,
(5) wp= oo e
ton(y) = W\/z(ys)g Y 2(ys) H(ys — y) G exp (—8/ 7(v) dl/) :

La correction Law satisfait le systeme différentiel a coefficients variables

o Lu . .
T2 L sDLiv= A,
dy

dont la solution est

Lin) = [ O exp<—s /jv(V)dV>d€,
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La solution totale (4) est alors obtenue par développement en série de Neumann [8|

t~
£,
(V]

S
Il

I-Lw=w, = w = (I-L) " w,
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On appelle onde d’ordre N la somme des termes dans (7) jusqu’a l'ordre N inclus. Pour
s suffisamment grand, la série (7) converge |7, 10|. Le théoréme de Lerch [11] assure alors

que la transformée de Laplace inverse de w est unique et causale.

3éme gtape: retour en (z,t). Cette étape est uniquement présentée pour I'onde

d’ordre 0: b = Pw(© = P w),,. Une transformée de Fourier inverse en z et le changement

de variable k = ip s conduisent &

(3) b (w,5) = 5(5) G (2,9,5) & O (1) = ¢ (8) « GO, 1),
ou G(O) est la transformée de Laplace de la fonction de Green d’ordre 0
5 . +i00 ﬁ Ys
G(O) (z,y, 8) - v % exp {—3 <—px +/ V(V)dl/> } dp,
am —1%00 p(ys) C(ys) Y
(9) +i00
- [ ewa



Le vecteur II est explicité dans [7]. La coupure associée a IT dans (9) est le segment réel
[1/¢maz, + 00[, OU Cmae = max(c). On définit alors le chemin de Cagniard-de Hoop [2]

Ys 1 1/2
(10) F(O):{pe(C/}"(O)(p,t):—px—i-/ (m—ﬁ) dv —t =0, teR+}.
y

I existe un unique tg € R* tel que FO) (pg, to) = %_p(o) (po,to) = 0: g est le temps d’arrivée

de l'onde directe entre la source et le récepteur. Le point pg = p(tp) est réel. Les solutions
de (10) sont déterminées numériquement [7]. Deux types de géométrie de I'©) au voisinage
de po existent (figure 2):

. 0 .
— si %—i( )(1 /Cmaz,to) > 0, le contour '@ coupe I’axe réel avec une tangente verticale

en po < 1/Cmaz: I'® ne traverse donc pas la coupure.

. 0 .
— si %—i( )(1 /Cmazto) < 0, le contour I'©® coupe I’axe réel avec une tangente horizontale

au point de branchement pg = 1/¢pq,. Ce cas n’existe pas dans le cas d’un milieu
homogéne. On contourne alors le point de branchement 1/c¢p,q, grace & un arc de
cercle A..

Re(p) Re(p)

4 1emax

F1G. 2 — Contours de Cagniard-de Hoop & lordre 0, pour %—i(o)(l/cmw,to) >0 (a) et
0
07O (1 ansto) < 0 (b).
On note Fg}o) la restriction de I'®) aux points de module inférieur a p. On adjoint & Fg}o)
(et le cas échéant a A.) le segment imaginaire D, et les arcs de cercle C, (figure 2). Sur

ce contour fermé, ® est holomorphe (9). On applique alors le théoréme des résidus et le
lemme de Jordan. Aprés quelques calculs, on obtient
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p=too | Jp Cp Ae
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Par unicité de la transformée de Laplace inverse, la fonction de Green d’ordre 0 s’écrit

(11) GO (2, y.1) = %%m (% %) H(t — to).

2.3 Remarques

Si t # tg, le théoréme des fonctions implicites permet de calculer facilement % dans
(11). Si t = tp, une analyse plus fine est nécessaire |7]). Deux cas se présentent :

— s %_-;:(0)(1/Cmax7t0) > 0, alors % ~ m\ﬁ%—to’ avec g//(po) # 0 et borné.
On retrouve la singularité classique en 2D [8], d’ou le fait que '@ coupe laxe réel
perpendiculairement (figure 2-a). Un soin particulier doit alors étre apporté lors de
la mise en oeuvre numérique des convolutions découlant de (8) et (11).

— si %—i(o)(l/cmax,to) < 0, alors % ~ 0. Ce cas ne conduit a aucune difficulté. On

retrouve le fait que T(®) est tangent & 1’axe horizontal (figure 2-b).
Une deuxiéme remarque concerne le calcul des ondes d’ordre N > 1 (7). La démarche est la
méme qu’a 'ordre 0. La principale difficulté est liée au fait que la fonction de Green d’ordre
N est une intégrale N-uple, ce qui complique notoirement la mise en oeuvre numérique, et
augmente considérablement les temps de calcul. Signalons un autre point technique: il est
nécessaire de prendre en compte le résidu lié au pole de la fonction de réflexivité dans (3)
et (6). En pratique, seuls les cas N =0 et N =1 ont été implémentés dans [7].

3 Résultats numériques

3.1 Cadre de travail
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FIG. 3 — Source : réponse temporelle ¢ (t) (a); contenu spectral |q (w)| (b).

Pour qualifier la précision des résultats, on compare les solutions calculées par la mé-
thode de Cagniard-de Hoop avec les solutions obtenues par une méthode de simulation
numérique directe. Pour cela, on utilise le schéma de Lax-Wendroff. Le nombre de points
de calcul par longueur d’onde est tel que la solution numérique peut étre considérée comme
solution de référence (voir expérience 1).



Dans les exemples qui suivent, la masse volumique est constante. Les profils de célé-
rité sont déterminés a partir de valeurs ponctuelles interpolées par des splines cubiques,
assurant une régularité plus que suffisante & y (3). La dérivée temporelle ¢ (t) du débit
massique est une sinusoide tronquée de classe C? et de fréquence centrale 40 Hz [6]. La
réponse temporelle correspondante et son contenu spectral sont représentés en figure 3.

En figures 4-7, on présente la pression acoustique, & un instant donné. Sur les cartes,
les valeurs positive et négative de la pression acoustique sont codées avec une palette vert-
rouge. Les traits verticaux désignent le lieu des points ot sont réalisées les coupes. Sur ces
derniéres et & I'exception de la figure 7, la solution analytique et la solution numérique
sont respectivement représentées par des pointillés et des traits pleins.

3.2 Expériences numériques

Expérience 1/4. La premiére expérience est réalisée en milieu homogéne (figure 4).
Elle a pour but de tester la précision de la prise en compte de la source par le schéma
numérique : la solution obtenue par la méthode de Cagniard-de Hoop étant trés simple a
mettre en oeuvre dans ce cas et arbitrairement précise, elle sert de solution de référence.
Pour une source ponctuelle, la solution est infinie a la source tant que celle-ci est allumée.
La solution estimée numériquement par le schéma de Lax-Wendroff présente alors des
oscillations parasites au voisinage de la source. Loin de cette derniére, I’amplitude des
ondes est trés exactement reproduite (figure 4-b). Pour faire disparaitre les oscillations,
on peut étaler la source sur plusieurs points de calcul du schéma, avec une pondération
gaussienne. Cependant, la solution numérique différe alors quelque peu de la solution exacte
de (1) (figure 4-c). Par la suite, nous utilisons toujours une source ponctuelle pour exciter
le schéma numérique, en réalisant les coupes suffisamment loin de la source.
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F1G. 4 — Expérience 1/4 : milieu homogéne. (a): carte de pression. (b): source ponctuelle.
(c): source étalée.

Expérience 2/4. La deuxiéme expérience est réalisée dans un milieu avec un profil
de célérité variant linéairement de 3000 m/s en haut du domaine & 1000 m/s en bas du
domaine (figure 5). La solution de Cagniard-de Hoop est calculée a l'ordre 0, pour un
temps de calcul d’environ 1 seconde par point sur un PC & 2 GHz. L’accord entre solutions
numérique et analytique est excellent, tant sur les temps d’arrivée que sur les amplitudes.

Expérience 3/4. L’expérience 3 est réalisée dans un milieu avec un profil de bathy-
célérimétrie classique, avec un seul minimum, tel que représenté en figure 1-a. La encore,
la solution calculée par Cagniard-de Hoop a l'ordre 0 est trés précise (figure 6).
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Expérience 4/4. On considére enfin le cas d'un profil "double-bosse", tel que re-
présenté en figure 1-b. En figure 7-b, on observe une légére différence entre la solution
numérique de référence et la solution calculée par Cagniard-de Hoop a l'ordre 0. Cette dif-
férence est due au fait que 'ordre 0 ne prend pas en compte les arrivées multiples dues au
guidage des ondes dans le chenal acoustique. En figure 7-c, on réalise le calcul de Cagniard-
de Hoop en prenant en compte les termes d’ordre 1. L’accord entre la solution numérique
de référence (trait plein bleu) et la solution numérique (pointillés) est alors excellent. Par
contre, le surcoiit informatique est considérable : chaque point nécessite environ 20 minutes
de calcul sur un PC & 2 GHz.
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FiG. 7 — Expérience 4/4 : profil "double-bosse". (b): Lax-Wendroff (trait plein), ordre 0
(pointillés). (c): Laxz-Wendroff (trait plein bleu), ordre 0 (trait plein rouge), ordre 1 (poin-
tillés).

4 Conclusion et perspectives

Dans cette étude, on applique la méthode de Cagniard-de Hoop & un fluide parfait
présentant un gradient unidirectionnel de propriétés physiques, afin de calculer la réponse
acoustique transitoire a une excitation ponctuelle. Si les paramétres physiques sont suffi-
samment réguliers, la méthode converge toujours, contrairement aux méthodes WKBJ [10].
Par rapport & des méthodes numériques directes, I’avantage de la méthode de Cagniard-de
Hoop est qu’elle dispense d’avoir a calculer la solution sur un large domaine: le physicien
est généralement intéressé par la réponse acoustique en un petit nombre de récepteurs.

Plusieurs directions de travail restent & défricher. Tout d’abord, il serait intéressant de
comparer I’approche suivie ici & une méthode de rayons, afin de quantifier I'importance des
trajets multiples. On pourrait ainsi estimer le nombre de termes & prendre en compte dans
(7). L’implémentation informatique efficace des algorithmes & des ordres N > 2 doit encore
étre réalisée. Enfin, la généralisation de la méthode au cas d’un solide continiiment variable
infini ne devrait pas poser de probléme particulier. Un travail plus aventureux concerne
I’étude de l'interface entre un demi-plan solide contintiment variable et le vide, généralisant
le probléme de Lamb [1]. Une telle étude posséde des applications intéressantes en vue de
la caractérisation des matériaux industriels.
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