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R�esum�e

Dans cette �etude, nous appliquons la m�ethode de Cagniard-de Hoop au cal-
cul des ondes acoustiques transitoires �emises par une source ponctuelle dans
un milieu aux propri�et�es physiques continûment variables selon une direction
d'espace. Les �equations du probl�eme sont r�esolues de mani�ere approch�ee dans
le domaine de Fourier-Laplace par d�eveloppement en s�eriede Neumann, qui
converge pour tout type de milieu. Le retour dans le domaine spatio-temporel
est e�ectu�e sans avoir recours �a une transform�ee de Laplace inverse: grâce
�a un changement de variable complexe, la solution dans l'espace de Laplace
apparâ�t directement sous la forme d'une transform�ee de Laplace. On montre
l'utilit�e de la m�ethode par comparaison des r�esultats �a ceux obtenus grâce �a
une m�ethode purement num�erique, dans di��erentes con�gurations.

Mots-cl�es : propagation d'ondes, acoustique sous-marine, m�ethodesmath�e-
matiques pour la physique, calcul scienti�que.

Abstract

In this study, we apply the Cagniard-de Hoop method to the computa-
tion of acoustic radiation from an impulsive source in a continuously laye-
red medium. The equations of the problem are solved approximately in the
Fourier-Laplace domain thanks to a development in Neumann series that is
convergent for all type of media. The transformation back tothe space-time
domain does not require inverse Laplace transform: by changes of variable
in the complex plane, the solution in the Laplace domain appears to be a
Laplace transform. Cagniard-de Hoop results are compared with numerical
results computed by a scheme of integration, showing the e�ciency of the
method for various con�gurations.

Keywords : wave propagation, underwater acoustics, mathematical methods
for physics, scienti�c computing.
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1 Introduction

1.1 Objet de l'�etude

En acoustique, il est habituel de consid�erer des milieux dont les propri�et�es
physiques (densit�e, c�el�erit�e des ondes acoustiques) sont constantes en temps
et en espace. Cependant, dans certains milieux, on ne peut plus consid�erer
ces propri�et�es physiques comme constantes en espace; c'est le cas par exemple
du milieu marin: la c�el�erit�e des ondes c (en m/s) est fonction de la salinit�e S
(en fractions pour 1000), de la temp�eratureT (en � C), et de la pression hy-
drostatique (en Pa) qui d�epend, elle, de la profondeury en m. Une expression
approch�ee de la fonction reliantc �a ces grandeurs est [1]:

c = 1449:2+4:6T � 0:055T2 +0:00029T3 +(1 :34� 0:01T)(S� 35)+0:016y:

En surface, et �a l'exception des mers des pôles, la temp�erature augmente,
entrâ�nant une augmentation de la c�el�erit�e des ondes. De la même mani�ere,
en eau relativement profonde, la pression li�ee �a la colonne d'eau augmente,
donnant lieu elle aussi �a une augmentation de la c�el�erit�e des ondes. Entre ces
deux zones, on observe g�en�eralement un minimum de c�el�erit�e, li�e au fait que
la pression n'est pas su�sante �a cette profondeur pour compenser la dimi-
nution de la temp�erature. Un pro�l de c�el�erit�e en foncti on de la profondeur
(ou pro�l bathyc�el�erim�etrique) pr�esentant ces propri �et�es est donn�e en �gure
1 (a). En �gure 1 (b), on pr�esente l'exemple d'un pro�l "double-bosse", tel
que l'on en trouve par exemple au niveau du d�etroit de Gibraltar (�a cause
du m�elange des eaux de l'Atlantique et de la M�editerann�eeaux propri�et�es
physiques di��erentes). Ces pro�ls sont issus de relev�es exp�erimentaux. Les
points correspondent aux valeurs mesur�ees, et la courbe entrait plein repr�e-
sente la spline cubique interpolant le pro�l �a partir de cespoints.

On �etudie ici la propagation des ondes acoustiques dans de tels milieux, en
dimension 2 et dans le domaine temporel. Le domaine d'application naturel
de ce type de calcul est l'acoustique sous-marine; on pense �a des probl�emes
de mod�elisation d'explosions sous-marines ou de transmission d'informations
dans le chenal acoustique. L'acoustique a�erienne (en l'absence de vent) consti-
tue un autre exemple de domaine d'application.

1.2 La m�ethode de Cagniard-de Hoop

Les m�ethodes classiques susceptibles de r�esoudre le probl�eme pos�e pos-
s�edent toutes des limitations. Les m�ethodes num�eriquesdirectes, telles que
les di��erences �nies, ont un coût trop �elev�e. En e�et, po ur observer des ph�e-
nom�enes qui apparaissent sur de longues distances de propagation, le nombre
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1.2 La m�ethode de Cagniard-de Hoop
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Fig. 1 { Exemples de pro�ls bathyc�el�erim�etriques

de points de calcul n�ecessaires est consid�erable, ce qui pose des probl�emes
de temps de calcul et de ressources en m�emoire. Les m�ethodes de rayons ne
permettent pas de prendre en compte des signaux temporels, et ont un do-
maine de validit�e restreint aux hautes fr�equences. La strat�egie choisie ici va
alors consister �a adapter une m�ethode analytique classiquement utilis�ee pour
calculer la r�eponse acoustique temporelle dans des milieux aux propri�et�es
physiques constantes par morceaux : la m�ethode de Cagniard-de Hoop.

Cette m�ethode a �et�e expos�ee pour la premi�ere fois par Cagniard en 1930,
adaptant une technique propos�ee par Lamb en 1904 [2]. Un ouvrage paru en
1939 pour rendre accessible les travaux de Cagniard a �et�e traduit en anglais
et r�evis�e en 1962 [3]. La m�ethode de Cagniard-de Hoop permet d'obtenir des
solutions exactes de syst�emes d'�equations hyperboliques d�ecrivant la propa-
gation d'ondes en dimension 2. Elle peut être utilis�ee dans diverses con�gu-
rations mettant en jeu des interfaces planes parall�eles, dans des domaines
d'application tels que la g�eophysique ou l'acoustique sous-marine. De Hoop a
simpli��e et �etendu cette m�ethode �a des probl�emes tridi mensionnels en 1960
[4].

D'une mani�ere g�en�erale, on peut d�ecomposer la m�ethodede Cagniard-de
Hoop en quatre �etapes:

{ 1 �ere �etape: transformation des �equations aux d�eriv�ees partiellesdu pro-
bl�eme en �equations di��erentielles ordinaires par une transform�ee de
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1.2 La m�ethode de Cagniard-de Hoop

Laplace en temps et par une transform�ee de Fourier en espacesuivant
la direction invariante (x).

{ 2 �eme �etape: r�esolution du syst�eme di��erentiel obtenu �a l'issue de la pre-
mi�ere �etape. Dans les cas classiques (�equations �a coe�cients constants),
on sait trouver une solution exacte. Dans le cas qui nous int�eresse ici
(�equations �a coe�cients variables), on construit une solution approch�ee
sous forme d'une s�erie de Neumann. C'est l�a que r�eside la principale
di�cult�e de la pr�esente �etude.

{ 3 �eme �etape: retour dans le domaine de Laplace par une transform�ee de
Fourier inverse suivantx.

{ 4 �eme �etape: c'est l'�etape essentielle de la m�ethode de Cagniard-de Hoop.
Il s'agit de d�eformer le contour d'int�egration de sorte que, grâce �a un
changement de variable ad�equat, la solution dans l'espacede Laplace
apparaisse sous la forme d'une transform�ee de Laplace. L'injectivit�e de
cette transform�ee (th�eor�eme de Lerch [5]) nous permet ded�eduire, par
identi�cation, la solution du probl�eme spatio-temporel. Cela dispense
du calcul de la transform�ee de Laplace inverse, extrêmement coûteux.

Dans toute cette �etude, on s'appuie principalement sur l'article de Verweij
et de Hoop [6], et dans une moindre mesure sur [7] et [8]. La section 2 de
cette �etude est consacr�ee �a une explication d�etaill�ee des algorithmes. Dans
la section 3, on s'attache �a la mise en oeuvre num�erique de la m�ethode de
Cagniard-de Hoop. En particulier, une comparaison avec desr�esultats ob-
tenus par une autre m�ethode est propos�ee, ce qui fait d�efaut dans [6]. 0n
conclura et proposera des perspectives �a ce travail en section 4.
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2 Aspects th�eoriques

2.1 Position du probl�eme

Dans toute cette �etude, on note :
{ u, v les composantes horizontale et verticale de la vitesse acoustique,

d�ependantes dex, y et t.
{ p la pression acoustique, qui d�epend �egalement dex, y et t.
{ � , c les propri�et�es physiques du milieu, i.e. la masse volumique et la

c�el�erit�e des ondes acoustiques, qui ne d�ependent que dey.

L'axe y est dirig�e vers le bas, ce qui est naturel dans le cadre de l'acoustique
sous-marine. On noteymax l'ordonn�ee du point o�u la c�el�erit�e est maximum,
valant alors cmax . On consid�ere une source S de masse (monopôle acous-
tique), mod�elisant par exemple une explosion sous-marineou un �emetteur.
Les longueurs d'ondes �emises �etant suppos�ees tr�es grandes devant les dimen-
sions caract�eristiques de la source, on assimile celle-ci�a un point, situ�e en
(xs = 0;ys). La fonction temporelle d�ecrivant le d�ebit massique estnot�ee q(t),
avecq causale et de support temporel [0; T]. La lin�earisation des �equations de
conservation dans un 
uide parfait au repos [9] avec terme source de masse
conduit au syst�eme d'EDP :

8
>>>>>>>>><

>>>>>>>>>:

@u
@t

+
1
�

@p
@x

= 0;

@v
@t

+
1
�

@p
@y

= 0;

@p
@t

+ � c 2

�
@u
@x

+
@v
@y

�
= � (x) � (y � ys) q(t):

(1)

On consid�ere en outre que le 
uide ne subit pas de perturbation acoustique
�a t = 0, soit:

u(x;y;0) = 0 ; v(x;y;0) = 0 ; p(x;y;0) = 0: (2)

Toute la suite de l'�etude consiste �a r�esoudre (1) avec lesconditions initiales
(2), et les coe�cients variables� (y) et c(y).

2.2 Transformation du probl�eme

2.2.1 Transformations int�egrales

Dans la suite, on va utiliser de mani�ere intensive les m�ethodes de trans-
formations int�egrales. On les rapelle donc dans cette partie. Les transform�ees
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2.2 Transformation du probl�eme

de Fourier directe et inverse d'une fonctiong(x) s'�ecrivent

F (g) = ĝ(k) =
Z 1

�1
g(x) exp (ikx ) dx;

F � 1(ĝ) = g(x) =
1

2�

Z 1

�1
ĝ(k) exp (� ikx ) dk;

avec les propri�et�es classiques

F
�

@g
@x

�
= � ikg; F (� ) = 1 :

La transform�ee de Laplace d'une fonctiong(t) s'�ecrit

L (g) = ~g(s) =
Z 1

0
g(t) exp (� st) dt; avec s 2 C: (3)

Si g(0) = 0 (ce qui sera le cas tout au long de cette �etude, vu les condi-
tions initiales (2)), la propri�et�e

L
�

@g
@t

�
= s g

est v�eri��ee. Pour deux fonctions g1(t) et g2(t), on dispose du th�eor�eme de
convolution suivant:

L (g1 � g2) = L (g1) L (g2):

On note L1 l'ensemble des fonctions int�egrables au sens de Lebesgue (ce
qui sera le cas des fonctions que l'on consid�erera par la suite). Le th�eor�eme
de Lerch [5] nous assure de l'injectivit�e de la transform�ee de Laplace sous
certaines conditions:
Th�eor�eme 1 (Lerch [1903]). Pour une fonction de L1, la transform�ee
inverse de (3) (ou transform�ee de Carlson) est unique et causale si (3) est
born�ee pour une suite in�nie de valeurs �equidistantes du param�etre de Laplace
f sn = sn = s0 + nlg, avecs0 2 R+ ; n 2 N et l 2 R+ .

Une cons�equence fondamentale de ce th�eor�eme est que l'onpeut se r�es-
treindre sans perte de g�en�eralit�e �a s 2 R+ .
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2.2 Transformation du probl�eme

2.2.2 Passage dans le domaine de Fourier-Laplace

On applique les transform�ees de Laplace et de Fourier d�e�nies en section
2.2.1 au syst�eme (1), qui devient:

8
>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>:

s~̂u �
i k
�

~̂p = 0;

s~̂v +
1
�

@̂~p
@y

= 0;

s~̂p + � c 2

 

� ik ~̂u +
@̂~v
@y

!

= � (y � ys) ~q(s):

(4)

En �eliminant ~̂u, on obtient le syst�eme �a deux �equations d'inconnues~̂p et ~̂v
suivant:

8
>>>><

>>>>:

@̂~v
@y

+ s
�

k2

� s 2
+

1
� c 2

�
~̂p =

1
� (ys) c(ys)2

� (y � ys) ~q(s);

@̂~p
@y

+ s� ~̂v = 0:

(5)

Le syst�eme (5) peut alors s'�ecrire matriciellement commesuit:

@̂~b
@y

+ sA ~̂b = � (y � ys) ~d; (6)

o�u:

A (y) =

0

B
B
@

0
k2

� (y) s2
+

1
� (y) c(y)2

� (y) 0

1

C
C
A ;

~̂b(y) =

0

@
~̂v

~̂p

1

A ; ~d(ys) =

0

B
B
@

~q(s)
� (ys) c(ys)2

0

1

C
C
A : (7)

On pose


 (y) =
�

k2

s2
+

1
c2(y)

� 1=2

; Y(y) =

 (y)
� (y)

; (8)
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2.2 Transformation du probl�eme

o�u la fonction g(p) = p1=2 est d�e�nie de la mani�ere suivante :

g(p)2 = p et <ef g(p)g > 0: (9)

La coupure deg(p) dans le plan complexe est donc la demi-droite d�e�nie par
p 2 R� . La matrice A s'�ecrit alors:

A (y) =

0

B
B
@

0 
 (y)Y(y)


 (y)
Y(y)

0

1

C
C
A :

Pour d�ecoupler en partie les �equations du syst�eme (6), ondiagonalise la
matrice A (y):

A = P DP � 1; avec D (y) =

0

@

 (y) 0

0 � 
 (y)

1

A ; (10)

P (y) =

p
2

2

0

@
Y 1=2(y) � Y 1=2(y)

Y � 1=2(y) Y � 1=2(y)

1

A ; P � 1(y) =

p
2

2

0

@
Y � 1=2(y) Y 1=2(y)

� Y � 1=2(y) Y 1=2(y)

1

A :

On introduit alors le vecteur:

~̂w = P � 1~̂b: (11)

De (6) et (11), on d�eduit que ~̂w v�eri�e le syst�eme di��erentiel �a coe�cients
variables:

@̂~w
@y

+ sD ~̂w = � (y � ys)P � 1~d + � ~̂w ; (12)

avec:

� = � P � 1 @P
@y

=
�

0 � (y)
� (y) 0

�
;

et o�u

� =
1

2Y
@Y
@y

=
1

2� (y)
 (y)

�
�

@

@y

� 

@�
@y

�
= �

1
2c3
 2

@c
@y

�
1
2�

@�
@y

: (13)

� est la fonction d'inhomog�en�eit�e du milieu. En particuli er, on a � = 0 en
milieu homog�ene. En milieu h�et�erog�ene, � 6= 0 et la matrice � non diagonale
dans (12) introduit un couplage entre les composantes dê~w .
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2.2 Transformation du probl�eme

La di�cult�e essentielle pour r�esoudre (12) provient de la d�ependance eny
des coe�cients, par exemple� . On note l'existence de deux contributions
au terme source: le terme� (y � ys)P � 1~d existe d�ej�a dans le cas d'un milieu
homog�ene, alors que le terme� ~̂w (fonction de l'inconnue) permet de prendre
en compte les r�e
exions successives dues �a l'inhomog�en�eit�e du milieu.

2.2.3 R�esolution dans le domaine de Fourier-Laplace

Pour r�esoudre (12), on cherche la solution̂~w sous la forme:

~̂w = L ~̂w + ~̂w h; (14)

o�u ~̂w h = t ( ~̂w1
h; ~̂w2

h) est solution de :

@̂~w h

@y
+ sD ~̂w h = � (y � ys)P � 1~d; (15)

et L est un op�erateur explicit�e plus loin. On d�etaille ici le calcul, a�n de
retrouver la solution que pose directement de Hoop dans [6].Le vecteur ~̂w h

repr�esente la solution n'ayant subi aucune r�e
exion. Elle correspond donc
physiquement �a l'onde directe entre la source et le r�ecepteur. Compte tenu
de l'expression deD (10), les composantes dê~w h v�eri�ent le syst�eme d'�equa-
tions: 8

>>>><

>>>>:

@̂~w1
h

@y
+ s 
 ~̂w1

h =

p
2 ~q

2� (ys) c(ys)2
Y � 1=2(ys)� (y � ys);

@̂~w2
h

@y
� s 
 ~̂w2

h = �

p
2 ~q

2� (ys) c(ys)2
Y � 1=2(ys)� (y � ys):

(16)

Le syst�eme (16) est constitu�e de deux �equations d�ecoupl�ees. On sait r�esoudre
chacune de ces �equations par une m�ethode de variation de laconstante, ce
qui donne:

8
>>>>><

>>>>>:

~̂w1
h(� ) =

p
2 ~q

2� (ys) c(ys)2
Y � 1=2(ys) H (� � ys) exp

�
� s

Z �

ys


 (� )d�
�

;

~̂w2
h(� ) =

p
2 ~q

2� (ys) c(ys)2
Y � 1=2(ys) H (ys � � ) exp

�
� s

Z ys

�

 (� )d�

�
:

(17)
H est la fonction de Heaviside telle que:

H (x) =

8
>>>><

>>>>:

0 si x < 0;

1=2 si x = 0;

1 si x > 0:
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2.2 Transformation du probl�eme

Il reste �a calculer L ~̂w dans (14). D�eterminons une �equation satisfaite par
cette quantit�e. Pour cela, on d�eduit de (12), (14) et (15)

@L ~̂w
@y

=
@̂~w
@y

�
@̂~w h

@y
;

= sD ( ~̂w h � ~̂w ) + � ~̂w :

L ~̂w v�eri�e donc l'�equation:

@L ~̂w
@y

+ sD ~̂w = � ~̂w + sD ~̂w h;

= � ~̂w + sD ( ~̂w � L ~̂w);

soit:
@L ~̂w
@y

+ sD L ~̂w = � ~̂w : (18)

En posant � = L ~̂w = t (L ~̂w1;L ~̂w2), on peut �ecrire:

@�
@y

+ sD � = � ~̂w : (19)

On obtient ainsi un syst�eme di��erentiel diagonal �a coe�c ients non constants
et terme source non singulier, que l'on r�esoud par une m�ethode de variation
de la constante. La solution de (19) s'exprime alors en fonction de� et de ~̂w :

L ~̂w1(y) =
Z y

�1
� (� ) ~̂w2(� ) exp

�
� s

Z y

�

 (� )d�

�
d�;

L ~̂w2(y) = �
Z + 1

y
� (� ) ~̂w1(� ) exp

�
� s

Z �

y

 (� )d�

�
d�:

(20)

On sait maintenant exprimer L ~̂w en fonction de ~̂w sous forme int�egrale.
Connaissant ~̂w h, on proc�ede alors de mani�ere it�erative pour calculer~̂w . Ce
proc�ed�e nous permet d'approcher la solution d'un syst�eme d'�equations int�e-
grales, que l'on ne sait pas r�esoudre autrement. A partir de(14), on a :

(I � L ) ~̂w = ~̂w h ) ~̂w = ( I � L )� 1 ~̂w h;

o�u I est l'op�erateur identit�e. On d�eveloppe alors l'op�erat eur (I � L )� 1 en
s�erie de Neumann [10]:

~̂w = ( I + L + L 2 + ::: + L N ) ~̂w h

= ~̂w (0) + ~̂w (1) + ::: + ~̂w (N ) :
(21)

11



2.2 Transformation du probl�eme

N est l'ordre de troncature de la s�erie de Neumann. Dans la suite, on parle
d'ordre 0 pour le premier terme de la s�erie, d'ordre 1 pour leterme suivant,
etc... Examinons maintenant sous quelle condition cette s�erie converge. On
note ymin la limite inf�erieure du domaine h�et�erog�ene (soit @c

@y = 0 et @�
@y = 0

pour y < y min ) ; pour toute fonction f (� ), on note :

max(f ) = max
ymin <�<y

jf (� )j; min(f ) = min
ymin <�<y

jf (� )j:

Th�eor�eme 2 (de Hoop). La s�erie des ~̂w (n) d�e�nie par (21) converge pour
s > max( � )

min( 
 ) .

D�emonstration . L'algorithme it�eratif (21) est convergent en norme
in�nie ssi: jjL jj 1 < 1, avec:

jjL jj 1 = sup
jj w jj 1 < 1;jj w jj 1 6=0

jjL ~̂w jj 1

jj ~̂w jj 1

:

En utilisant (20), on d�eduit que la premi�ere composante deL ~̂w satisfait:

jL ~̂w1j �
Z y

ymin

j� (� )j j ~̂w2(� )j

�
�
�
�exp

�
� s

Z y

�
min(
 )d�

� �
�
�
� d�;

� max(� ) max( ~̂w2)
Z y

ymin

exp
�

� s
Z y

�
min(
 )d�

�
d�;

� max(� ) max( ~̂w2)
�

1 � expf smin(
 )(ymin � y)g
smin(
 )

�
;

�
max(� ) max( ~̂w2)

smin(
 )
:

De la même mani�ere, la seconde composante deL ~̂w satisfait:

jL ~̂w2j �
max(� ) max( ~̂w1)

smin(
 )
:

On en d�eduit directement :

jjL jj 1 =
max(� )
smin(
 )

< 1 , s >
max(� )
min(
 )

�

Ce r�esultat est essentiel au sens o�u il nous permet d'appliquer le th�eor�eme de
Lerch dans la version donn�ee en section 2.2.1; en choisissant s0 = max( � )

min( 
 ) et
l > 0 quelconque, la solution obtenue par transform�ee de Laplace inverse de
(21) est alors unique et causale pour tout type de pro�l continûment variable.

12



2.3 Retour dans le domaine spatio-temporel

2.3 Retour dans le domaine spatio-temporel

2.3.1 Ordre 0

Position du probl�eme. Dans la section pr�ec�edente, on a r�esolu le pro-
bl�eme (1) dans le domaine de Fourier-Laplace, via une s�erie de Neumann
dont on a montr�e la convergence. On s'int�eresse dans cettesection au cal-
cul de ~̂w (0) dans (21). Ce terme correspond physiquement aux ondes qui se
propagent directement de la source au r�ecepteur. Rappelons que les variables

physiques qui nous int�eressent sont contenues dans le vecteur ~̂b (7), et qu'on
ne calcule par directement̂~u qui est reli�ee �a ~̂p par la premi�ere �equation de

(4). On exprime donc~̂b en fonction de ~̂w via (11), soit, dans le domaine de

Fourier-Laplace et pour la composantê~b(0) d'ordre 0:

~̂b(0) (y) =
�

~̂v(0)

~̂p(0)

�
= P ~̂w (0) (y):

De (10), (17) et (21), on d�eduit donc:

~̂b(0) =
1

� (ys) c(ys)2

~̂q(s)
2

Y � 1=2(ys)

�

8
<

:

0

@
� Y 1=2(y)

Y � 1=2(y)

1

A H (ys � y) exp
�

� s
Z ys

y

 (� )d�

�

+

0

@
Y 1=2(y)

Y � 1=2(y)

1

A H (y � ys) exp
�

� s
Z y

ys


 (� )d�
�

9
=

;
:

(22)

Pour all�eger les expressions, on ne traite dans la suite quele casy < y s: le
calcul dans le second cas est analogue. Dans toute la suite, on notera avec un
exposant� , (resp. un exposant +) les fonctions et grandeurs correspondantes
au cas o�u y < y s (resp. y > y s). En appliquant une transform�ee de Fourier
inverse �a (22), on obtient :

~b
(0) �

=
~q(s)
4�

Z + 1

�1

0

@
� Y 1=2(y)

Y � 1=2(y)

1

A Y � 1=2(ys)
� (ys) c(ys)2

exp
�

� s
Z ys

y

 (� )d� � ikx

�
dk:

En notant:

� (k;s) =

0

@
� Y 1=2(y) Y � 1=2(ys)

+ Y � 1=2(y) Y � 1=2(ys)

1

A ;

13



2.3 Retour dans le domaine spatio-temporel

on obtient:

~b
(0) �

=
~q(s)
4�

Z + 1

�1
� (k;s)

1
� (ys) c(ys)2

exp
�

� s
Z ys

y

 (� )d� � ikx

�
dk:

On d�e�nit la variable p (notation habituelle dans la m�ethode de Cagniard-de
Hoop, �a ne pas confondre avec la pression acoustique) tellequek = ips, d'o�u

~b
(0) �

= s ~q(s) ~G
(0) �

; (23)

avec:

~G
(0) �

(x;y;s) =
i

4�

Z + i 1

� i 1

� (p)
� (ys) c(ys)2

exp
�

� s
�

� px +
Z ys

y

 (� )d�

��
dp;

=
Z + i 1

� i 1
� (p) dp:

(24)
La barre indique que l'on a �egalement e�ectu�e le changement de variable dans
les grandeurs qu'elle surmonte. Les deux composantes de� (p) s'�ecrivent:

� (p) =

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

�

�
1

c(y)2
� p2

� 1=4

�
1

c(ys)2
� p2

� 1=4
�

� (ys)1=2

� (y)1=2
;

+
� (y)1=2� (ys)1=2

�
1

c(y)2
� p2

� 1=4 �
1

c(ys)2
� p2

� 1=4
:

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

(25)

Vu la convention (9), la coupure associ�ee aux d�enominateurs de � est le
segment r�eel [1=cmax ; + 1 [, o�u 1=cmax est le point de branchement.

Contour de Cagniard-de Hoop. Dans le but d'identi�er ~G
(0) �

(24) �a
une transform�ee de Laplace (3), il nous faut d�eterminerp complexe tel que:

t = � px +
Z ys

y

 (� )d�;

= � px +
Z ys

y

�
1

c2(� )
� p2

� 1=2

d�:

(26)
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2.3 Retour dans le domaine spatio-temporel

On d�e�nit alors le chemin dans le plan complexe:

� (0) =

(

p 2 C =F (0) (p;t) = � px +
Z ys

y

�
1

c2(� )
� p2

� 1=2

d� � t = 0; t 2 R+

)

;

(27)
ainsi que sa restriction:

� (0)
� =

�
p 2 � (0) = jpj < � 2 R+

	
:

On d�e�nit �egalement le sous-segment de l'axe imaginaire pur:

D � =
�

p 2 C = <e(p) = 0 et jpj < � 2 R+
	

:

En�n, on d�e�nit les arcs de cercle:

C� =
�

p 2 C = jpj = � 2 R+
	

:

On consid�ere alors le contour ferm�eC(0)
� = D � [ C� [ � (0)

� (�gure 2). On
montre facilement que sip 2 � (0)

� , alors p� 2 � (0)
� , o�u p� est le conjugu�e de

p. Le contour � (0)
� est donc sym�etrique par rapport �a l'axe des r�eels. Du fâ�t

de cette sym�etrie, on travaille dans toute la suite avecp de partie imaginaire
positive.

Une �etude analogue �a celle men�ee dans [13] (d�emonstration des propri�et�es
6 et 7) devrait permettre de montrer qu'il existe un unique instant t0 (cor-
respondant au temps d'arriv�ee de l'onde d'ordre 0 sur le r�ecepteur) tel que :

8
>><

>>:

F (0) (p0;t0) = 0 ;

@F
@p

(0)

(p0;t0) = 0 ;
(28)

et aussi de montrer que le pointp0 correspondant est r�eel : c'est alors le
point d'intersection de � (0) avec R+ (l'�etude rigoureuse reste �a faire). D'o�u
le syst�eme permettant de calculerp0 et t0 :

8
>>>>>>><

>>>>>>>:

t0 = � p0 x +
Z ys

y

�
1

c2(� )
� p0

2

� 1=2

d�;

� x �
Z ys

y

p0
�

1
c2(� )

� p0
2

� 1=2
d� = 0:

(29)
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2.3 Retour dans le domaine spatio-temporel

(a)

�

� � � � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � � �

(0)D

C

G

r

r

1/cmax

r

p
o

Re(p)

Im(p)
r

r

+i

-i

(b)

� � � � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � � � � �

� �

� �

(0)
D

C

G

r

r

r

Re(p)

Im(p)

max1/c=po

r

r

i

i-

+

Ae

Fig. 2 { Sch�ematisation des contours de Cagniard-de Hoop �a l'ordre 0, pour
@F
@ p

(0)
(1=cmax ;t0) > 0 (a) et @F

@ p
(0)

(1=cmax ;t0) < 0 (b)
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2.3 Retour dans le domaine spatio-temporel

Au voisinage dep0, la g�eom�etrie de � (0) d�epend du signe de@F
@ p

(0)
(1=cmax ;t0):

{ si @F
@ p

(0)
(1=cmax ;t0) > 0, le contour � (0) coupe l'axe r�eel avec une tan-

gente verticale enp0 < 1=cmax . Le contour � (0) ne traverse donc pas la
coupure associ�ee �a (25).

{ si @F
@ p

(0)
(1=cmax ;t0) < 0, le contour � (0) coupe l'axe r�eel avec une tan-

gente horizontale enp0 = 1=cmax . Ce cas n'existe pas lorsque l'on consi-
d�ere un milieu homog�ene ou un milieu strati��e. On doit alo rs adjoindre
au contour de Cagniard-de Hoop un arc de cercle:

A" =
�

p 2 C = p= r (� ) = 1 =cmax + "ei� ;0 < " < 2�; � 2 [";2� � " ]
	

dans le but de contourner le point de branchement 1=cmax .

On renvoit �a [16] pour la justi�cation de cette propri�et�e , ainsi qu'�a la section
3.1.1. pour l'analyse g�eom�etrique. On peut montrer que dans les deux cas et
pour t grand, le contour � (0) poss�ede les asymptotes:p� (t) � t

x � i jy� ys j dans
le premier quadrant (+) et dans le quatri�eme quadrant (-) duplan complexe.

Identi�cation avec une transform�ee de Laplace. En appliquant le
th�eor�eme des r�esidus �a (24), on a pour tout � > 0 :

Z

D �

� (p) dp+
Z

C�

� (p) dp+
Z

� �

� (p) dp+
Z

A "

� (p) dp = 0: (30)

On fait ici un l�eger abus d'�ecriture, le dernier terme n'intervenant que si
@F
@ p

(0)
(1=cmax ;t0) < 0. Dans ce cas, on �etudie sa contribution dans l'int�egration

le long deA" :
�
�
�
�

�
�
�
�

Z

A "

� (p) dp

�
�
�
�

�
�
�
�
1

=

�
�
�
�

�
�
�
�

Z 2� � "

"
� (r (� )) r 0(� ) d�

�
�
�
�

�
�
�
�
1

;

= "

�
�
�
�

�
�
�
�

Z 2� � "

"
� (r (� )) ei �

�
�
�
�

�
�
�
�
1

d�;

� "
Z 2� � "

"
jj � (r (� )) jj1 d�;

� " C :

Les exposants 1/4 aux d�enominateurs des composantes de� (cf. (24) et (25))
impliquent en e�et que l'int�egrale est convergente, et donc queC est born�e
et ind�ependant de ". On en d�eduit que:

lim
" ! 0+

Z

A "

� (p) dp = 0:
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2.3 Retour dans le domaine spatio-temporel

En vertu du lemme de Jordan [10], on peut �ecrire :

lim
� ! + 1

Z

C�

� (p) dp = 0:

On fait alors tendre � vers +1 et " vers 0 dans (30), et on utilise la sy-
m�etrie du contour par rapport �a l'axe r�eel; apr�es changement de la variable
d'int�egration, on d�eduit de (24) et (29):

~G
(0) �

=
1

2� � (ys) c(ys)2

Z + 1

t0

=m
�

i � (p(t))
@p
@t

�
exp (� st) dt: (31)

L'�equation (31) revient �a une transform�ee de Laplace. Par application du
th�eor�eme de Lerch, on peut donc d�eterminer la transform�ee de Laplace inverse
de (31), soit

G (0) � (x;y;t) =
1

2� � (ys) c(ys)2
=m

�
i � (p(t))

@p
@t

�
H (t � t0): (32)

Dans le casy > y s, les calculs sont analogues : il su�t d'inverser les rôles de y
et deys dans l'expression de la seconde composante du vecteur� (p(t)). En�n,
d'apr�es (23) et les propri�et�es de la transform�ee de Laplace, les grandeurs
physiques du probl�eme sont donn�ees par:

b(0) (x;y;t) =
@
@t

�
q � G (0)

�
(x;y;t);

=
�

d q
d t

� G (0)

�
(x;y;t);

=
Z + 1

t0

q0(t � � ) G (0) (x;y;� ) d�:

(33)

Vu l'�echellon H (t � t0) dans (31), on a en e�et restreint la d�e�nition de la
convolution �a l'intervalle [ t0; + 1 [. Par ailleurs, la multiplication par s dans
le domaine de Laplace revient �a une d�erivation en temps dans le domaine
spatio-temporel, et la multiplication �a un produit de convolution.

2.3.2 Ordre 1

Position du probl�eme. On s'int�eresse maintenant au calcul dê~w (1) dans
(21). Ce terme correspond �a l'ensemble des ondes qui proviennent des r�e-

exions continuelles des ondes au-dessus ou en-dessous du r�ecepteur, comme
sch�ematis�e en �gure 3. Les trajets r�eels ne sont pas des droites, mais des
rayons incurv�es [15]. Comme dans le cas de l'ordre 0, les solutions physiques
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2.3 Retour dans le domaine spatio-temporel

sont contenues dans le vecteur̂~b (7). L'application de (11) conduit �a la com-

posante~̂b(1) d'ordre 1:

~̂b(1) (y) =
�

~̂v(1)

~̂p(1)

�
= P ~̂w (1) (y):

On notera avec un exposant - (resp. +) les fonctions et grandeurs associ�ees �a
des ondes se r�e
�echissant en un point d'ordonn�ee sup�erieure (resp. inf�erieure)
�a celle du r�ecepteur.

x

x

w(1)+

w(1)-
Source

Récepteur

Source

Récepteur

xx

y yy

Fig. 3 { Sch�ematisation d'une onde d'ordre 1 propag�ee de la sourceau r�e-
cepteur.

19



2.3 Retour dans le domaine spatio-temporel

De (10), (17), (20) et (21), on d�eduit que:

~̂b(1) =
1
2

~q(s)
� (ys) c(ys)2

Y � 1=2(ys)

�

0

@

0

@
Y 1=2(y)

Y � 1=2(y)

1

A
Z m

�1
� (� ) exp

�
� s

� Z ys

�

 (� )d� +

Z y

�

 (� )d�

��
d�

�

0

@
� Y 1=2(y)

Y � 1=2(y)

1

A
Z + 1

M
� (� ) exp

�
� s

� Z �

ys


 (� )d� +
Z �

y

 (� )d�

��
d�

1

A ;

avecm = min( y;ys), M = max( y;ys) ; � correspond au point de r�e
exion de la
contribution dans l'int�egrale (cf. �gure 3). Les mêmes op�erations qu'�a l'ordre
0 (transform�ee de Fourier inverse et changement de variable) permettent
d'obtenir:

~b
(1)

= s ~q(s) ~G
(1)

;

avec:

~G
(1)

(x;y;s) =

�
1

4�

Z m

�1

Z + i 1

� i 1

�
+

(p)
� (ys) c(ys)2

� (� ) exp
n

� s
�

px + I
+

�o
dp d�

+
1

4�

Z 1

M

Z + i 1

� i 1

�
�

(p)
� (ys) c(ys)2

� (� ) exp
n

� s
�

px + I
�

�o
dp d�;

(34)

o�u: I
�

=
Z �

ys


 (� )d� +
Z �

y

 (� ) d� ; I

+
=

Z ys

�

 (� )d� +

Z y

�

 (� ) d�;

et: �
�

=

0

B
@

� Y
1=2

(y) Y
� 1=2

(ys)

Y
� 1=2

(y) Y
� 1=2

(ys)

1

C
A ; �

+
=

0

B
@

Y
1=2

(y) Y
� 1=2

(ys)

Y
� 1=2

(y) Y
� 1=2

(ys)

1

C
A :

Contour de Cagniard-de Hoop. On ne d�etaille ici que le calcul de~̂G (1)+ .
Le contour � (1) utilis�e est cette fois d�eduit de l'expression deI

+
(34):

� (1) =
�

p 2 C =F (1) (p;t) = � px +
Z ys

�

 (� )d� +

Z y

�

 (� )d� � t = 0; t 2 R+

�
:

(35)
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2.3 Retour dans le domaine spatio-temporel

La d�e�nition du contour ferm�e d'int�egration C(1)
� est analogue �a celle de l'ordre

0, et ne sera pas r�ep�et�ee ici. A l'instar de l'ordre 0, on devrait pouvoir montrer
qu'il existe un unique instant t1(� ) (correspondant au temps d'arriv�ee de
l'onde d'ordre 1 qui, entre la source et le r�ecepteur, est r�e
�echie une fois en
� ) tel que : 8

>><

>>:

F (1) (p1;t1) = 0 ;

@F
@p

(1)

(p1;t1) = 0 ;
(36)

et aussi de montrer que le pointp1 correspondant est r�eel : c'est alors le point
d'intersection de � (1) avec R+ (l�a encore, l'�etude rigoureuse reste �a faire).
D'o�u le syst�eme permettant de calculerp1 et t1 :

8
>>>>>>><

>>>>>>>:

t1 = � p1 x +
Z ys

�

�
1

c2(� )
� p1

2

� 1=2

d� +
Z y

�

�
1

c2(� )
� p1

2

� 1=2

d�;

� x �
Z ys

�

p1
�

1
c2(� )

� p1
2

� 1=2
d� �

Z y

�

p1
�

1
c2(� )

� p1
2

� 1=2
d� = 0:

(37)

Les propri�et�es g�eom�etriques de � (1) sont analogues �a celles de �(0) , d�ependant
du signe de@F

@ p
(1)

(1=cmax ;t1).

La di��erence importante par rapport �a l'ordre 0 est que l'on int�egre sur
toute la profondeur, de mani�ere �a prendre en compte les ondes �el�ementaires
r�e
�echies en tout point, formant l'onde d'ordre 1.

Identi�cation avec une transform�ee de Laplace. On suit la même
d�emarche qu'�a l'ordre 0 (th�eor�eme des r�esidus, lemme de Jordan). La prin-
cipale di��erence provient de la pr�esence d'un r�esidu R(p0;� ) dû au pôle de
la fonction de r�e
exivit�e � (13) en � = ymax . Tous calculs faits, on obtient
�nalement:

~G
(1)+

(x;y;s) = �
1

2�

Z m

�1

Z + 1

0
=m

(
i �

+
(y;ys)

� (ys) c(ys)2
� (� ) exp (� st)

)

dp d�

+
1
2

Z m

�1

R(p0;� )
� (ys) c(ys)2

expf� stgd�;

avec le r�esidu:
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R(p0;� ) =
' (� )

4cmax
2

�
1

c(ys)2
�

1
cmax

2

� 1=4 �
1

c(y)2
�

1
cmax

2

� 1=4
;

et l'indicatrice

' (� ) =

8
>><

>>:

1 si
@F
@p

(1)

(1=cmax ;t1) < 0 et c(� ) = cmax ;

0 sinon.

Par injectivit�e de la transform�ee de Laplace (th�eor�eme de Lerch), on obtient
donc la fonction de Green d'ordre 1:

G (1)+ (x;y;t) = �
H (t � t1)

2� � (ys) c(ys)2

Z m

�1
=m

� �
i �

(+)
(p;t) � (� ) � �R (p0;� )

� @p
@t

�
d�:

(38)
Comme en section 2.3.1, on revient aux grandeurs physiques du probl�eme
par convolution avec la source, puis d�erivation temporelle :

b(1) (x;y;t) =
@
@t

�
q � G (1)

�
(x;y;t);

=
Z + 1

t1

q0(t � � ) G (1) (x;y;� ) d�:

(39)

2.3.3 Ordre n

Le terme ~̂w (n) dans (21) correspond �a l'ensemble des ondes qui se sont
r�e
�echies n fois pendant le trajet source-r�ecepteur. Ce terme est donn�e par:

~̂b(n) = P ~̂w (n) = P L ~̂w (n� 1) = P L n ~̂w (0) :

Une telle �ecriture induit une complexit�e de calcul qui crô�t avec l'ordre. En
e�et, la fonction de Green d'ordre n s'exprime sous forme d'une int�egrale
n-uple. Le calcul du contour de Cagniard-de Hoop n�ecessite le calcul den+1
int�egrales (voir (27) �a l'ordre 0 et (35) �a l'ordre 1). Dan s la suite, on restreint
notre �etude aux ordres 0 et 1.

3 Mise en oeuvre num�erique

3.1 Calcul de la solution analytique

La m�ethode de Cagniard-de Hoop est une m�ethode analytique. Cependant
sa mise en oeuvre num�erique n�ecessite en grand soin ; d'unecertaine fa�con,
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3.1 Calcul de la solution analytique

on peut dire qu'il s'agit d'une m�ethode analytico-num�erique. Le but de cette
section 3.1 est de d�etailler quelques points d�elicats �a mettre en oeuvre. Pour
all�eger les �ecritures, on consid�erera uniquement l'ordre 0 (le traitement des
ordres sup�erieurs �etant analogue).

Les int�egrations num�eriques de fonctions �a valeurs r�eelles ou complexes, r�ea-
lis�ees lors des convolutions, sont e�ectu�ees par une m�ethode d'int�egration de
Romberg. Cette m�ethode est am�elior�ee par le proc�ed�e d'interpolation de Ri-
chardson [11]. La pr�ecision relative lors de ces calculs d'int�egrale est de 10� 6.

La recherche des z�eros des fonctions �a valeurs r�eelles (par exemple lors du
calcul dep0 et de t0 ) est e�ectu�ee grâce �a l'algorithme de Brent [11], qui ne
n�ecessite que la connaissance de la fonction et pas celle desa d�eriv�ee, ce qui
le rend plus e�cace. En revanche, les z�eros des fonctions �avaleurs complexes
(lors de la d�etermination dep pour t > t 0) sont calcul�es par la m�ethode clas-
sique de Newton-Raphson, plus simple �a mettre en oeuvre dans le domaine
complexe. Dans les deux cas, la pr�ecision relative est de 10� 9.

3.1.1 Calcul du Jacobien

La quantit�e @p=@tintervient �a tous les ordres dans les fonctions de Green
(voir par exemple (32) �a l'ordre 0 et (38) �a l'ordre 1). Il nous faut donc
calculer cette d�eriv�ee lors de la convolution de la fonction de Green par la
fonction source. A l'ordre 0, le th�eor�eme des fonctions implicites appliqu�e �a
F (0) dans (27) permet d'�ecrire:

@F
@t

(0)

=
@F
@p

(0)
�
�
�
�
�
t

@p
@t

+
@F
@t

(0)
�
�
�
�
�
p

= 0: (40)

Si t 6= t0, on a alors:

@p
@t

= �

@F
@t

(0)
�
�
�
�
�
p

@F
@p

(0)
�
�
�
�
�
t

= �

0

B
B
B
@

� x �
Z ys

y

p
�

1
c2(� )

� p2

� 1=2
d�

1

C
C
C
A

� 1

:

Si t = t0, on ne peux pas appliquer le th�eor�eme des fonctions implicites
pour calculer @p=@t(voir la deuxi�eme �equation de (28)). Pour contourner
cette di�cult�e, on s'inspire de [12], [13] et [14]. Soit g(p) d�e�ni par:

g(p) = F (0) (p;t) + t: (41)
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3.1 Calcul de la solution analytique

Au voisinage dep0, un d�eveloppement de Taylor d'ordre 3 deg conduit �a:

g(p) = g(p0) + ( p � p0) g0(p0) +
1
2

(p � p0)2 g00(p0) + O(p � p0)3:

De (28) et (41), on d�eduit:

g(p0) = t0 et g0(p0) = 0 ;

soit
t = t0 +

1
2

(p � p0)2 g00(p0) + O(p � p0)3:

On obtient alors l'estimation:

p(t) = p0 +

s
2 (t � t0)

g00(p0)
+ O(p � p0)3=2; (42)

avec

g00(p0) = �
Z ys

y

1
c(� )2

1
�

1
c2(� )

� p0
2

� 3=2
d�: (43)

Deux cas se pr�esentent, suivant la nature du contour �(0) :

{ 1er cas: si @F
@t

(0)
(1=cmax ;t0) > 0, alorsg00(p0) < 0. En d�erivant (42) par

rapport �a t, on obtient l'estimation de @p=@tau voisinage dep0:

@p
@t

�
i

p
2jg00(p0)j

1
p

t � t0
: (44)

On reconnait ici la singularit�e en 1=
p

t � t0, classique en 2D [10]. Du
point de vue g�eom�etrique, la cons�equence de (44) est que le contour
coupe l'axe des r�eels avec une tangente verticale.

{ 2 �eme cas: si @F
@t

(0)
(1=cmax ;t0) < 0, on a p0 = 1=cmax et l'int�egrale (43)

est in�nie. On a alors @p
@t � 0. On en d�eduit que le contour coupe l'axe

des r�eels avec une tangente horizontale.

3.1.2 Etapes de la convolution

Si @F
@t

(0)
(1=cmax ;t0) < 0 (2�eme cas de la section 3.1.1),@p

@t(1=cmax ;t0) = 0 :
la fonction de Green ne poss�edant pas de singularit�es, le calcul de la convo-
lution ne pr�esente pas de di�cult�es.

Par contre, dans le cas@F
@t

(0)
(1=cmax ;t0) > 0 (1er cas de la section 3.1.1),

l'existence d'une singularit�e dans les fonctions de Green, mise en �evidence en
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3.2 Calcul de la solution num�erique

(44), n�ecessite des pr�ecautions lors des convolutions. Cette singularit�e �etant
du type 1=

p
t � t0 , elle est �eliminable. Vu le support born�e du signal tem-

porel (48), on est amen�e �a consid�erer trois cas pour r�ealiser la convolution,
sch�ematis�es en �gure 4 (le temps d'arriv�ee t0 de l'onde d'ordre 0 est rep�er�e
par un trait vertical):

{ 1er cas: t < t 0. Dans ce cas, l'onde n'est pas encore arriv�ee sur le r�e-
cepteur, le r�esultat de la convolution est donc nul.

{ 2 �eme cas: t0 < t < t 0 + T. C'est le cas qui pose probl�eme, puisque la
singularit�e de la fonction de Green intersecte le support temporel de la
source. On d�ecompose (33) en deux int�egrales :

b(0) =
Z t0+ "

t0

q0(t � � ) G (0) (x;y;� ) d�
| {z }

I 0

+
Z t

t0+ "
q0(t � � ) G (0) (x;y;� ) d�

| {z }
I 1

:

L'int�egrale I 1 ne poss�ede pas de singularit�es et ne pose pas de di�cult�es.
En revanche, on r�egulariseI 0 en posant:� = � 2 + t0; d'o�u:

I 0 =
Z p

"

0
2� q 0(t � (� 2 + t0)) G (0) (x;y;� 2 + t0) d�:

Les expressions (31) et (44) conduisent alors �a:

I 0 =
1

� � (ys) c2(ys)
1

p
2jg00(p0)j

Z p
"

0
q0(t� (� 2+ t0)) =m

�
i � (p(� 2 + t0))

	
d�:

Cette int�egrale est convergente et se calcule bien num�eriquement, sauf
enx = 0 et y = ys : la pression acoustique est in�nie �a la source tant que
celle-ci �emet. On �evitera donc de calculer cette int�egrale en ce point.
En pratique, on prendra" = 10� 5.

{ 3 �eme cas: t0 + T < t . Dans ce cas, il n'y a plus de singularit�e et la
convolution ne pose pas de di�cult�es.

3.2 Calcul de la solution num�erique

On cherche �a quali�er la pr�ecision de la m�ethode de Cagniard-de Hoop,
en fonction des ordres utilis�es, des pro�ls consid�er�es,etc... Pour cela, on com-
pare la solution analytique �a une solution num�erique donn�ee par un sch�ema
d'int�egration des �equations (1). Il s'agit de la d�emarche inverse de celle ha-
bituellement utilis�ee; elle est toutefois utile ici, car on ne dispose d'aucune
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3.2 Calcul de la solution num�erique

(a)
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Fig. 4 { Sch�ematisation de la fonction de Green (en bleu) et de la fonction
source (en rouge). (a):t < t 0; (b): t0 < t < t 0 + T; (c): t0 + T < t:
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3.2 Calcul de la solution num�erique

v�eri�cation dans la litt�erature de la pr�ecision de la m�e thode de Cagniard-de
Hoop dans le cas d'un 
uide aux propri�et�es continûment variable. On adapte
pour cela le sch�ema de Lax-Wendro�, sch�ema tr�es simple etbien connu dans
le cas de l'acoustique avec des propri�et�es physiques constantes.

Ecriture du sch�ema. Soit des pas uniformes en espace �x = � y et en
temps � t. Les points et les instants de calcul sont alors rep�er�es par : x i = i � x,
yj = j � y et tn = n� t. On d�e�nit en outre les valeurs discr�etes des propri�et�es
physiques du milieuci;j = c(x i ;yj ), � i;j = � (x i ;yj ),

@ci;j
@y = @c

@y(x i ;yj ) et @�i;j
@y =

@�
@y(x i ;yj ). Dans la suite, on cherche des approximationsU n

i;j = t (un
i;j ;vn

i;j ;pn
i;j )

deU (x i ;yj ;tn ). Sans prendre en compte le terme source, le syst�eme d'�equation
(1) s'�ecrit sous la forme matricielle suivante:

@U
@t

+ A
@U
@x

+ B
@U
@y

= 0; (45)

avec:

A =

0

@
0 0 1=�
0 0 0

� c 2 0 0

1

A ; B =

0

@
0 0 0
0 0 1=�
0 � c 2 0

1

A ; U =

0

@
u
v
p

1

A :

Pour obtenir le sch�ema de Lax-Wendro� en milieu continûment variable, on
�ecrit le d�eveloppement de Taylor d'ordre 2 en temps deU (x i ;yj ;tn+1 ):

U (x i ;yj ;tn+1 ) = U (x i ;yj ;tn )+� t
@
@t

U (x i ;yj ;tn )+
� t2

2
@2

@t2
U (x i ;yj ;tn )+ O(� t3):

En d�erivant (45) et vu que les coe�cients sont ind�ependants de t et de x,
on obtient les expressions des d�eriv�ees temporelles premi�ere et seconde de
U (x i ;yj ;tn ). On peut alors �ecrire que:

U (x i ;yj ;tn+1 ) = U (x i ;yj ;tn ) � � t
�

A
@
@x

U (x i ;yj ;tn ) + B
@
@y

U (x i ;yj ;tn )
�

+
� t2

2

�
A 2 @2

@x2
U (x i ;yj ;tn ) + B 2 @2

@y2
U (x i ;yj ;tn )

+ ( AB + BA )
@2

@x @y
U (x i ;yj ;tn )

+ B
�

@A
@y

@
@x

U (x i ;yj ;tn ) +
@B
@y

@
@y

U (x i ;yj ;tn )
��

+ O(� t3):
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3.2 Calcul de la solution num�erique

Les d�eriv�ees spatiales sont approch�ees par des di��erences �nies centr�ees
d'ordre 2. Les valeurs exactes sont remplac�ees par des valeurs num�eriques
et les restes de Taylor sont �elimin�es, ce qui conduit au sch�ema:

U n+1
i;j = U n

i;j � � t
�

A
U n

i +1 ;j � U n
i � 1;j

2� x
+ B

U n
i;j +1 � U n

i;j � 1

2� y

�

+
� t2

2

�
A 2 U n

i +1 ;j � 2U n
i;j + U n

i � 1;j

� x2
+ B 2 U n

i;j +1 � 2U n
i;j + U n

i;j � 1

� y2

+ ( AB + BA )
U n

i +1 ;j +1 � U n
i +1 ;j � 1 � U n

i � 1;j +1 + U n
i � 1;j � 1

4� x � y

+ B
�

@A
@y

U n
i +1 ;j � U n

i � 1;j

2� x
+

@B
@y

U n
i;j +1 � U n

i;j � 1

2� y

��
;

avec

@A
@y

=

0

B
B
B
B
B
B
B
@

0 0 �
1
� 2

@�
@y

0 0 0

c2 @�
@y

+ 2�c
@c
@y

0 0

1

C
C
C
C
C
C
C
A

;
@B
@y

=

0

B
B
B
B
B
B
B
@

0 0 0

0 0 �
1
� 2

@�
@y

0 c2 @�
@y

+ 2�c
@c
@y

0

1

C
C
C
C
C
C
C
A

:

Composante par composante, le sch�ema s'�ecrit:

un+1
i;j = un

i;j + � t
�

�
1

� i;j

pn
i +1 ;j � pn

i � 1;j

2� x

�

+
ci;j

2� t2

2

�
un

i +1 ;j � 2un
i;j + un

i � 1;j

� x2
+

vn
i +1 ;j +1 � vn

i +1 ;j � 1 � vn
i � 1;j +1 + vn

i � 1;j � 1

4� x � y

�
;
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3.2 Calcul de la solution num�erique

vn+1
i;j = vn

i;j + � t
�

�
1

� i;j

pn
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i � 1;j

2� x

�

+
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�
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�
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i � 1;j

2� x
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i +1 ;j � vn

i � 1;j
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��

+
ci;j
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2

�
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i +1 ;j � 2pn
i;j + pn

i � 1;j

� x2
+
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�
1

� i;j

@�i;j
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2� y

�
:

Initialisation du sch�ema. Il reste �a initialiser correctement le sch�ema,
i.e. �a d�ecrire num�eriquement le terme source� (x)� (y � ys) q(t) dans (1). La
premi�ere technique consiste �a prendre en compte ce terme de la mani�ere
suivante: tant que la source est allum�ee, on modi�e la valeur num�erique de
la pression calcul�ee par le sch�ema, eni s et j s tels que i s = E(xs=� x) et
j s = E(ys=� y), o�u E repr�esente la fonction partie enti�ere, soit

pn
i s ;j s

:= pn
i s ;j s

� 2 �
� t

� x2
� i s ;j s ci s ;j s

2 q(tn ): (46)

En utilisant cette technique, des oscillations apparaissent au niveau de la
source. En e�et, on a vu en section 3.1.2 que la pression acoustique au point
de la source est in�nie tant que la source est allum�ee, ce quinum�eriquement
pose �evidemment probl�eme. Ce d�efaut ne se propage cependant pas et n'en-
tâche pas la solution d'erreurs hors de la zone d'oscillations.

Pour �eviter ces oscillations, une seconde technique consiste �a �etaler spatia-
lement la source autour du point o�u elle est situ�ee. On peutmontrer que la
pression acoustique est alors toujours �nie. Le second membre de la troisi�eme
�equation de (1) devient:

f (x;y;t) = g(jx � xsj;jy � ysj) q(t);
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3.3 R�esultats num�eriques

o�u g(jx � xsj;jy � ysj) est une gaussienne centr�ee en (xs;ys), d'�ecart type � :

g(x;y) =
1

� 2�
exp

�
�

�
x � xs

�

�
2 �

�
y � ys

�

�
2

�
:

On peut montrer facilement queg tend vers un Dirac en espace quand�
tend vers 0. Pour prendre en compte cette source dans le sch�ema num�erique
d'int�egration, on applique (46) en chaque point de calcul inscrit dans le disque
de rayon 1=� centr�e sur la source, avec une pond�eration d�ependant de la
r�epartition spatiale, soit :
q

(x i � x is )2 + ( yj � yjs )2 <
1
�

) pn
i;j := pn

i;j � 2 �
� t

� x2
� i;j ci;j

2 g(x i ;yj ) q(tn):

(47)

3.3 R�esultats num�eriques

3.3.1 Con�guration

Dans la suite, la quantit�e repr�esent�ee sera toujours la pression acoustique
p. Sur les coupes, la solution analytique de Cagniard-de Hoopsera repr�esent�ee
en trait plein ; la solution num�erique calcul�ee par le sch�ema de Lax-Wendro�
sera repr�esent�ee en pointill�es. Sur les cartes, les valeurs positives (resp. n�ega-
tives) dep sont cod�ees sur une palette de rouge (resp. de vert) ; la position de
la source est rep�er�ee par une croix, la position des r�ecepteur est rep�er�ee quant
�a elle par une ligne verticale. A l'exception de la section 3.3.2, les cartes sont
obtenues par int�egration num�erique. En�n, par un l�eger abus de notation, on
appellera "onde d'ordre 1" la somme des contributions des ondes d'ordre 0 et
d'ordre 1.

Dans le cadre de l'acoustique sous-marine,c est g�en�eralement compris entre
1500 et 1550 m/s. Le faible �ecart entre ces extrêmas ne permet pas d'ob-
server des ph�enom�enes int�eressants sur une petite distance de propagation.
Pour observer des d�eformations cons�equentes du front d'onde, il faudrait
consid�erer une onde propag�ee au minimum sur une centaine de kilom�etres,
soit environ 3300 longueurs d'onde �af = 50 Hz et c = 1500 m/s. Or, il est
impossible de mod�eliser �a l'aide d'un sch�ema num�eriquela propagation d'une
onde sur une telle distance. Le nombre de points de calcul n�ecessaires pour
rendre n�egligeables la dispersion et la di�usion num�erique est alors hors de
port�ee (rappelons que la solution num�erique sert ici de r�ef�erence au calcul
analytique !). Pour propager sur de plus petites distances,tout en observant
des ph�enom�enes int�eressants, on va donc utiliser des pro�ls de formes clas-
siques mais en exag�erant les valeurs extrêmes. En�n, on utilisera des pro�ls
de densit�e constants ou lin�eaires, ce qui est �egalement une hypoth�ese r�ealiste.

30



3.3 R�esultats num�eriques

En ce qui concerne la description des param�etres physiques, [6] consid�ere
des pro�ls de densit�e et de c�el�erit�e lin�eaires par morceaux. De tels pro�ls
posent probl�eme aux points d�elimitant les domaines sur lesquels c�el�erit�e et
densit�e varient lin�eairement. En e�et, les d�eriv�ees du pro�l ne sont pas d�e�-
nies en ces points. Ces di�cult�es ne sont pas abord�ees dans[6], [7] et [8]. On
d�ecrit ici les pro�ls par des splines cubiques, c'est-�a-dire des polynômes du
troisi�eme degr�e, qui sont toujours su�samment r�egulier s, et qui permettent
de prendre en compte des milieux r�ealistes.

On choisit comme d�eriv�ee temporelle de la fonction sourceq(t), utilis�ee dans
les convolutions, la sinuso•�de tronqu�ee de classeC2

q0(t) =

8
>><

>>:

A
�

sin! ct �
1
2

sin 2! ct
�

si 0 < t < T = 2�=! c = 1=f c;

0 sinon;

(48)

o�u f c = 2�=! c est la fr�equence centrale (en Hz), etA est un facteur d'ampli-
tude (en kg.m� 1:s� 3) ; en pratique, l'amplitude maximale deq0(t) est 3

p
3A=4.

La primitive q(t), utilis�ee dans (46) et (47), est construite de sorte que
q(0) = q(T) = 0. La �gure 5 repr�esente l'�evolution temporelle de q

0
(t) pour

f = 40 Hz et A = 1 kg.m� 1:s� 3, ainsi que le module de sa transform�ee de
Fourier en fonction de la fr�equence. On constate que le maximum du module,
rep�er�e par une droite verticale en �gure 5 (b), ne correspond pas strictement
�a la fr�equence centrale.

Concernant le sch�ema de Lax-Wendro�, le pas de temps est d�eduit de la
condition de stabilit�e CFL par: � t = CFL � � x=cmax . En pratique, on pren-
dra CFL=0.5, nombre pour lequel le sch�ema de Lax-Wendro� est stable en
milieu homog�ene. Vu les param�etres utilis�es par la suite, et pour garantir au
minimum 40 points de calcul par longueur d'onde dans les zones de plus faible
c�el�erit�e, on prendra � x=0.5 m. Une telle grille conduit �a 1.44 106 points de
calcul pour un domaine de 600� 600 m2.

Tous les calculs ont �et�e e�ectu�es sur un PC sous Windows XPdot�e d'un
Pentium 4 cadenc�e �a 2.66 GHz, et poss�edant 512 Mo de RAM. Avec cette
con�guration machine, le calcul de la valeur de la pression acoustique en un
point n�ecessite :

{ �a l'ordre 0: environ 2 �a 3 dixi�emes de secondes de calcul.
{ �a l'ordre 1: environ 20 �a 30 minutes de calcul.
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Fig. 5 { Fonction q
0
(t), pour f c = 40 Hz et A = 1 kg.m� 1:s� 3 : repr�esentation

temporelle (a) ; repr�esentation fr�equentielle du modulede la transform�ee de
Fourier (b).
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3.3 R�esultats num�eriques

3.3.2 Milieu homog�ene

On montre ici l'in
uence de l'�etalement de la source sur la solution en
milieu homog�ene. Cette solution est alors bien connue [14]et donc facilement
contrôlable. L'int�erêt est dans ce cas de pouvoir v�eri�er la bonne prise en
compte num�erique de la source, soit par la source ponctuelle (46), soit par la
source �etal�ee (47). On utilise pour ces calculs les valeurs suivantes:

8
>>>><

>>>>:

c = 1500 m/s; � = 1000 kg/m3;

f = 40 Hz; A = 2;5:10� 3 kg.m� 1:s� 3;

ys = 100 m; y 2 [0 ; 200 m]; x = 10 m:

La carte est calcul�ee analytiquement par la m�ethode de Cagniard-de Hoop
classique (�gure 6 (a)). L'utilisation d'une source ponctuelle entrâ�ne la pr�e-
sence d'oscillations au voisinage de la source, lesquellesrestent localis�ees
(�gure 6 (b)). On constate en �gure 6 (c) que l'�etalement de la source
(1=� = 5 � x) entrâ�ne une erreur sur l'amplitude de la solution. Par la
suite, on pr�ef�erera donc utiliser une source ponctuelle en se pla�cant assez loin
de celle-ci pour �eviter d'̂etre gên�e par les oscillations.

3.3.3 Pro�l de c�el�erit�e lin�eaire

On �etudie le cas d'un pro�l de c�el�erit�e lin�eairement va riable, avec une
densit�e constante. Les param�etres du calcul sont:

8
>>>><

>>>>:

� = 1000 kg/m3;

f = 40 Hz; A = 2;5:10� 3 kg.m� 1:s� 3;

ys = 200 m; y 2 [0 ; 200 m]; x = 20 m:

Sur le domaine consid�er�e, la c�el�erit�e varie de 3000 �a 1000 m/s. L'hypoth�ese
d'un pro�l de c�el�erit�e lin�eaire est r�ealiste, les mers des pôles pr�esentant de
telles caract�eristiques. Les r�esultats obtenus sont pr�esent�es en �gure 7.

L'ordre 0 fournit de tr�es bons r�esultats. Examinons cependant l'am�elioration
apport�ee par l'ordre 1 (�gure 8). La coupe est calcul�ee pour des profondeurs
comprises entre 100 et 130 m, au même instant que la �gure 7 (a)-(b). On
repr�esente en trait plein bleu la solution num�erique fournie par le sch�ema
de Lax-Wendro�, en pointill�es rouges la solution analytique �a l'ordre 0, et
en pointill�es verts, la solution analytique �a l'ordre 1. L'ordre 1 conduit �a
une am�elioration sensible des r�esultats, lesquels se superposent alors presque
parfaitement �a la solution de r�ef�erence fournie par le sch�ema d'int�egration.
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Fig. 6 { Carte et coupes dep �a t=0.058 s en milieu homog�ene (a). Initiali-
sation par une source ponctuelle (b) ou �etal�ee (c).
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Fig. 7 { Cartes et coupes dep pour un pro�l lin�eaire �a t= 33.36 ms (a-b),
t= 41.7 ms (c-d), t= 50.04 ms (e-f), �a l'ordre 0.
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Fig. 8 { Coupe dep �a l'ordre 0 (rouge), �a l'ordre 1 (vert), et calcul�ee num�e -
riquement (trait plein) pour un pro�l de c�el�erit�e lin�ea ire.

3.3.4 Pro�l de c�el�erit�e "classique"

On �etudie ensuite le cas d'un pro�l de c�el�erit�e de forme classique, pr�esen-
tant un unique minimum de c�el�erit�e, avec une densit�e variant lin�eairement
de 1000 �a 1100 kg m� 3. Les param�etres du calcul sont:

8
<

:

f = 50 Hz; A = 2;5:10� 3 kg.m� 1:s� 3;

ys = 250 m; y 2 [0 ; 600 m]; x = 90 m:

Le pro�l de c�el�erit�e utilis�e est pr�esent�e en �gure 9. L es r�esultats obtenus �a
l'ordre 0 sont pr�esent�es en �gure 10. Dans ce cas, l'accordentre les r�esultats
num�eriques et analytiques est tr�es bon. L'ordre 0 est su�sant pour traiter un
tel pro�l.

3.3.5 Pro�l de c�el�erit�e "double-bosse".

Pour mettre en �evidence les e�ets de la r�e
exion continue des ondes (et
aussi l'utilit�e de monter en ordre), on consid�ere un pro�l plus complexe,
pr�esentant deux minima et un maximum, aussi appel�e pro�l "double-bosse".
Les param�etres du calcul sont:

8
<

:

f = 50 Hz; A = 2;5:10� 3 kg.m� 1:s� 3;

ys = 230 m; y 2 [0 ; 600 m]; x = 120 m:

Les valeurs de densit�e sont les mêmes que dans l'exemple pr�ec�edent. Le pro�l
de c�el�erit�e utilis�e est pr�esent�e en �gure 11. Les r�es ultats obtenus �a l'ordre 0
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Fig. 9 { Pro�l de c�el�erit�e "classique".

sont pr�esent�es en �gure 12. On constate cette fois que l'ordre 0 ne permet
pas de prendre en compte certains e�ets. En particulier, le "rebond" qui
apparâ�t derri�ere les arches n'est pas bien pris en compte. On s'int�eresse donc
�a la correction apport�ee par l'ordre 1. Pour des raisons detemps de calcul,
on restreint l'�etude �a des profondeurs comprises entre 180 et 270 m (�gure
13). La courbe sup�erieure en trait plein repr�esente la solution donn�ee par la
m�ethode de Cagniard-de Hoop �a l'ordre 0. La courbe inf�erieure en trait plein
repr�esente la solution num�erique fournie par le sch�ema de Lax-Wendro�.
Les points repr�esentent la solution analytique calcul�eepar la m�ethode de
Cagniard de Hoop �a l'ordre 1. Cette fois, le rebond qui apparait derri�ere la
premi�ere arche est bien restitu�e par la m�ethode de Cagniard-de Hoop.
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Fig. 10 { Cartes et coupes dep pour un pro�l de c�el�erit�e "classique" �a t=
120.4 ms (a-b), t= 134.5 ms (c-d), t= 156.5 ms (e-f), �a l'ordre 0.
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Fig. 11 { Pro�l de c�el�erit�e "double-bosse".
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Fig. 12 { Carte et coupe dep pour un pro�l de c�el�erit�e "double-bosse", �a t =
134.5 ms, �a l'ordre 0.
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Fig. 13 { Coupe dep �a l'ordre 0 (trait plein sup�erieur, en rouge), �a l'ordre
1 (pointill�es) et calcul�ee num�eriquement (trait plein i nf�erieur, en bleu) pour
un pro�l de c�el�erit�e "double-bosse".

4 Conclusion

L'objectif de la pr�esente �etude �etait de calculer le rayonnement acoustique
d'une source ponctuelle dans un 
uide dont les propri�et�esphysiques varient
continûment selon une direction d'espace, en dimension 2 et dans le domaine
temporel. De fa�con non exhaustive, les domaines d'applications concernent
l'acoustique sous-marine (pour calculer, par exemple, le champs �emis par une
explosion dans la couche d'eau) et l'a�ero-acoustique (en l'absence d'�ecoule-
ment).

Pour cela, nous avons appliqu�e la m�ethode analytique de Cagniard-de Hoop,
m�ethode classique pour des milieux aux propri�et�es physiques homog�enes ou
constantes par morceaux, mais rarement utilis�ee pour des milieux variables.
Nous avons d�ecrit les param�etres physiques par des splines cubiques, ce qui
permet �a la fois de repr�esenter des milieux r�ealistes et d'arriver �a une r�e-
gularit�e su�sante des param�etres (r�egularit�e n�ecess aire pour la m�ethode,
contrairement �a ce qui est fait dans [6]). Nous avons compar�e les r�esultats
analytiques �a ceux obtenus par une int�egration num�erique directe. Cette com-
paraison (non e�ectu�ee dans la litt�erature) d�emontre la grande pr�ecision ob-
tenue par la m�ethode de Cagniard-de Hoop dans les cas trait�es.

En milieu continûment variable, la principale limitation de la m�ethode de
Cagniard-de Hoop r�eside dans son coût de calcul, d�es lorsque l'on ne cherche
pas seulement �a prendre en compte les ondes directement propag�ees de la
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source au r�ecepteur. A titre d'exemple, le calcul des "ondes d'ordre 1" (i.e. les
ondes r�e
�echies une seule fois sur une h�et�erog�en�eit�e avant d'atteindre le r�ecep-
teur) est 1000 fois plus long que celui des "ondes d'ordre 0".Il est cependant
fort probable qu'une optimisation des algorithmes �a l'ordre 1 permettrait de
r�eduire notablement ce facteur. En contrepartie, la m�ethode de Cagniard-
de Hoop converge toujours, quelque soit le pro�l de propri�et�es physiques, ce
qui n'est pas forc�ement le cas d'autres m�ethodes analytiques (telles que les
m�ethodes WKBJ [7]). En�n, et contrairement aux m�ethodes num�eriques de
type di��erences �nies, la m�ethode de Cagniard-de Hoop dispense de calculer
la propagation d'ondes sur un vaste domaine : l'acousticienne recherche le
plus souvent les valeurs de la pression qu'en un nombre limit�es de r�ecepteurs.

Un travail n'est jamais termin�e, et celui-ci ne fait pas exception �a la r�egle.
Il reste tout d'abord �a mener une analyse plus �ne des propri�et�es math�e-
matiques des contours de Cagniard-de Hoop. La mise en �uvre des calculs
�a l'ordre n> 1 est �a faire, en apportant un soin particulier �a l'optimisation
des algorithmes, pour �eviter une hausse prohibitive des temps de calcul. A
ce sujet, il serait utile de d�eterminer un crit�ere permettant de savoir jusqu'�a
quel ordre calculer, et ce en fonction de la pr�ecision souhait�ee, des propri�et�es
physiques des milieux, et de la source temporelle choisie.

Une perspective directe de la pr�esente �etude concerne la propagation d'ondes
dans les solides �elastiques aux propri�et�es physiques continûment variables
suivant une direction. On pense tout d'abord au cas d'un milieu in�ni, puis
�a celui de l'interface plane entre un solide et le vide. Les applications de ce
dernier cas concernent �a la fois la g�eophysique et le contrôle non destructif
des mat�eriaux (par exemple pour �etudier le s�echage d'uneplaque plane de
b�eton au cours du temps).
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