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Resune

Dans cetteetude, nous appliquons la nethode de Cagniarde Hoop au cal-
cul des ondes acoustiques transitoiresemises par une smuponctuelle dans
un milieu aux proprees physiques contin0ment variabkes selon une direction
d'espace. Lesequations du probeme sont esolues de mare approctee dans
le domaine de Fourier-Laplace par ceveloppement en rae Neumann, qui
converge pour tout type de milieu. Le retour dans le domain@atio-temporel

est e ectlte sans avoir recoursa une transfornmee de Laplee inverse: grace
a un changement de variable complexe, la solution dans ljgsce de Laplace
appara’t directement sous la forme d'une transfornee dedplace. On montre
l'utilie de la methode par comparaison des esultatsa ceux obtenus gracea
une nethode purement nunerique, dans dierentes con guations.

Mots-cés : propagation d'ondes, acoustique sous-marine, nmethodesathe-
matiques pour la physique, calcul scienti que.

Abstract

In this study, we apply the Cagniard-de Hoop method to the coputa-
tion of acoustic radiation from an impulsive source in a comuously laye-
red medium. The equations of the problem are solved approxately in the
Fourier-Laplace domain thanks to a development in Neumanreses that is
convergent for all type of media. The transformation back tehe space-time
domain does not require inverse Laplace transform: by chaeg of variable
in the complex plane, the solution in the Laplace domain appes to be a
Laplace transform. Cagniard-de Hoop results are comparedtlwnumerical
results computed by a scheme of integration, showing the eiency of the
method for various con gurations.

Keywords : wave propagation, underwater acoustics, mathematical rtieds
for physics, scienti c computing.
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1 Introduction

1.1 Objet de ktude

En acoustique, il est habituel de consicerer des milieux ables proprees
physiques (densie, ekrie des ondes acoustiques)at constantes en temps
et en espace. Cependant, dans certains milieux, on ne peutiplconsicerer
ces proprees physiques comme constantes en espacestle cas par exemple
du milieu marin: la ekrie des ondes ¢ (en m/s) est fonction de la salinie S
(en fractions pour 1000), de la temperaturel (en C), et de la pression hy-
drostatique (en Pa) qui cepend, elle, de la profondew en m. Une expression
approchee de la fonction reliantca ces grandeurs est [1]:

c=1449:2+4:6T 0:055T2+0:00029T3+(1:34 0:01T)(S 35)+0:016y:

En surface, eta I'exception des mers des poles, la tempdure augmente,
entranant une augmentation de la ekrie des ondes. [2 la m&me manere,
en eau relativement profonde, la pression leea la colomnd'eau augmente,
donnant lieu elle aussia une augmentation de la ekri¢ des ondes. Entre ces
deux zones, on observe gereralement un minimum de i, le au fait que
la pression n'est pas su santea cette profondeur pour comgnser la dimi-
nution de la temperature. Un pro | de ekrie en foncti on de la profondeur
(ou pro | bathyeekrinmetrique) pesentant ces propri ees est donre en gure
1 (a). En gure 1 (b), on pesente I'exemple d'un pro | "double-bosse", tel
que l'on en trouve par exemple au niveau du cetroit de Gibrahr @ cause
du nelange des eaux de |'Atlantique et de la Mediteranreeaux proprees
physiques dierentes). Ces proIs sont issus de relevesgerimentaux. Les
points correspondent aux valeurs mesuees, et la courbe #&ait plein repe-
sente la spline cubique interpolant le pro la partir de cespoints.

Onetudie ici la propagation des ondes acoustiques dans deld milieux, en
dimension 2 et dans le domaine temporel. Le domaine d'ap@lton naturel
de ce type de calcul est lI'acoustique sous-marine; on pelsdes probemes
de mocklisation d'explosions sous-marines ou de transreign d'informations
dans le chenal acoustique. L'acoustique grienne (en I'sénce de vent) consti-
tue un autre exemple de domaine d'application.

1.2 La nethode de Cagniard-de Hoop

Les nethodes classiques susceptibles de esoudre le @ote pos pos-
gdent toutes des limitations. Les nethodes nuneriqueglirectes, telles que
les dierences nies, ont un co0t tropelewe. En e et, po ur observer des ple-
nomenes qui apparaissent sur de longues distances de prgaton, le nombre



1.2 La nethode de Cagniard-de Hoop
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Fig. 1 { Exemples de pro Is bathyeErinetriques

de points de calcul recessaires est consicerable, ce quse des probemes
de temps de calcul et de ressources en nmemoire. Les nethed#e rayons ne
permettent pas de prendre en compte des signhaux temporels,oat un do-
maine de validie restreint aux hautes fequences. La stegie choisie ici va
alors consistera adapter une nethode analytique classigment utilisse pour
calculer la eponse acoustique temporelle dans des milie@aux proprets
physiques constantes par morceaux: la nethode de Cagniadé Hoop.

Cette nethode aet expose pour la premere fois par Cagniard en 1930,
adaptant une technique propose par Lamb en 1904 [2]. Un aage paru en
1939 pour rendre accessible les travaux de Cagniard aegaduit en anglais
et evie en 1962 [3]. La nethode de Cagniard-de Hoop peret d'obtenir des
solutions exactes de sysemes dequations hyperboligeekcrivant la propa-
gation d'ondes en dimension 2. Elle peut etre utiliee dandiverses con gu-
rations mettant en jeu des interfaces planes paralkles,ads des domaines
d'application tels que la geophysique ou l'acoustique seumarine. De Hoop a
simplie etetendu cette nethodea des probkemes tridi mensionnels en 1960
[4].

D'une manere gererale, on peut cecomposer la nethodede Cagniard-de
Hoop en quatreetapes:

{ 1°'¢ etape: transformation desequations aux cerivees partiellesdu pro-
beme en equations dierentielles ordinaires par une transfornee de



1.2 La nethode de Cagniard-de Hoop

Laplace en temps et par une transfornee de Fourier en espag@vant
la direction invariante (x).

{ 2°™¢ etape: esolution du syseme dierentiel obtenua l'issue de la pre-
mereetape. Dans les cas classiques gquationsa coe ients constants),
on sait trouver une solution exacte. Dans le cas qui nous @resse ici
€equationsa coe cients variables), on construit une solution approclee
sous forme d'une rie de Neumann. C'est A que eside laripcipale
di cule de la pesente etude.

{ 3*M€ etape: retour dans le domaine de Laplace par une transfornmee de
Fourier inverse suivantx.

{ 4°™M€ etape: c'est letape essentielle de la nethode de Cagniard-deddp.
Il s'agit de ceformer le contour d'inegration de sorte que, gracea un
changement de variable acequat, la solution dans I'espack Laplace
apparaisse sous la forme d'une transfornmee de Laplace.njéctivie de
cette transfornee (treoeme de Lerch [5]) nous permet dekduire, par
identi cation, la solution du probeme spatio-temporel. Cela dispense
du calcul de la transformee de Laplace inverse, extrémemtecodteux.

Dans toute cette etude, on s'appuie principalement sur l'dicle de Verweij

et de Hoop [6], et dans une moindre mesure sur [7] et [8]. Latgat 2 de

cette etude est consacee a une explication cetailee des algorithmes. Dans
la section 3, on s'attachea la mise en oeuvre nunerique de Inethode de

Cagniard-de Hoop. En particulier, une comparaison avec desultats ob-

tenus par une autre nethode est propose, ce qui fait ceig dans [6]. On

conclura et proposera des perspectivesa ce travail en sect 4.



2 Aspects tleorigues

2.1 Position du probéme

Dans toute cetteetude, on note:

{ u, v les composantes horizontale et verticale de la vitesse astigue,
cependantes dex, y et t.

{ p la pression acoustique, qui cependegalement de, y et t.

{ , c les proprees physiques du milieu, i.e. la masse voluigue et la
@krie des ondes acoustiques, qui ne cependent que deg

L'axe y est dirige vers le bas, ce qui est naturel dans le cadre ded@ustique
sous-marine. On noteymax I'ordonree du point ai la ekrie est maximum,
valant alors cnhax. On consicere une source S de masse (monopble acous-
tigue), mocklisant par exemple une explosion sous-marima unemetteur.
Les longueurs d'ondesemisesetant supposes tes grdas devant les dimen-
sions caraceristiques de la source, on assimile celleaun point, sitte en
(Xs = 0;ys). La fonction temporelle decrivant le cebit massique esinote q(t),
avec( causale et de support temporel [O']. La lirearisation desequations de
conservation dans un uide parfait au repos [9] avec terme wxe de masse
conduit au syseme d'EDP:
8
@U_'_ }@p: 0:
% @t @x
@V+ }@p:
% @t @y
@p _, @u @v
—+ c° —+ — = (X t):
On consicere en outre que le uide ne subit pas de perturbatih acoustique
a t =0, soit:

0; (1)

u(x;y;0)=0 ; v(xyy;0)=0 ; p(xy;0)=0: (2)

Toute la suite de letude consistea esoudre (1) avec lesonditions initiales
(2), et les coe cients variables (y) et c(y).

2.2 Transformation du probéme
2.2.1 Transformations inegrales

Dans la suite, on va utiliser de manere intensive les nethdes de trans-
formations inegrales. On les rapelle donc dans cette paet Les transfornees

6



2.2 Transformation du probeme

de Fourier directe et inverse d'une fonctiomg(x) secrivent
YA 1
F(9) = (k) = g(x) exp (ikx) dx;

1
Z

1
F 0= 00= 5 a09exp( ika)dk

avec les proprees classiques

Q@g _
@x

La transformee de Laplace d'une fonctiorg(t) secrit

F ikg; F()=1:

Z,

L(g) =9(s) = . g(t)exp( st)dt; avec s2 C: (3)

Si g(0) = 0 (ce qui sera le cas tout au long de cette etude, vu les ndi-
tions initiales (2)), la propree

@g
@t

est \eriee. Pour deux fonctions g;(t) et g»(t), on dispose du treoeme de
convolution suivant:

L = sg

L(r &)= L(g) L(%):

On note L, I'ensemble des fonctions inegrables au sens de Lebesgoe (
qui sera le cas des fonctions que I'on consicerera par la®)i Le treoeme
de Lerch [5] nous assure de linjectivie de la transforme de Laplace sous
certaines conditions:
Theoeme 1 (Lerch [1903]). Pour une fonction del,, la transfornee
inverse de (3) (ou transformee de Carlson) est unique et caale si (3) est
borree pour une suite in nie de valeursequidistantes dugranetre de Laplace
fsp,=s,= s+ nlg, avecsp 2 R*";n2 Netl 2 R".

Une congequence fondamentale de ce theoeme est que I'preut se es-
treindre sans perte de ereraliea s2 R*.



2.2 Transformation du probeme

2.2.2 Passage dans le domaine de Fourier-Laplace

On applique les transformees de Laplace et de Fourier ceies en section
2.2.1 au syseme (1), qui devient:

8 .
st m|’§:O;
1@
s+ == =0;

!
gsﬁrcz mé+%g= (Y ¥s)&s):

Eneliminant &, on obtient le syseme a deux equations d'inconnuesp et &
suivant:

8
@ 2.1 A 1 _
2ayc et e P ogyay U WO
: @ X
@y+ s ¥=0
Le syseme (5) peut alors secrire matriciellement commesuit:
. .
@y+ SAB= (y Vs (6)
A 0 0 k2 N 1 1
U S E L 3
(v) 0
0 o 1 0 &(s)
/f\j(y) = @ . A : d(ys) = % (Ys) C(Ys)z § : @
P 0
On pose
2 1=2
s 1 Y= ®

M=% 2y )’



2.2 Transformation du probeme

al la fonction g(p) = p*™ est ¢k nie de la manere suivante:

gp)’=p et <efg(pg> O 9)

La coupure deg(p) dans le plan complexe est donc la demi-droite ce nie par
p2 R . La matrice A skcrit alors:

1
0 ()Y (y)
A(y) = % (y)
Y(y)

Pour cecoupler en partie les equations du syseme (6), ordiagonalise la
matrice A (y):

0 1
) O
A=PDP ! avec D(y)= @ A (10)
0 (y)
pzo YPy)  YFA(y) 1 péo Y Py) YF(y) '
PM = — Ar P ly= @ A

Y P(y) Y () Y Py) YY)

On introduit alors le vecteur:
&=pP b (11)

De (6) et (11), on ceduit que W \eri e le syseme dierentiela coe cients
variables:

%f sDw= (y y)P o+ w; (12)
avec.
- p 1@ _ 0 ) .
@y y) 0
et a
1 @Y_ 1 @ @ 1 @c 1@

“Ney 2wy @y ey ey 2@y O

est la fonction d'inhomogereie du milieu. En particulier, ona =0 en
milieu homogene. En milieu lreerogene, 6 0 et la matrice  non diagonale
dans (12) introduit un couplage entre les composantes ée

9



2.2 Transformation du probeme

La di cule essentielle pour esoudre (12) provient de la cependance eny

des coe cients, par exemple . On note l'existence de deux contributions
au terme source: le terme(y ys)P @ existe dep dans le cas d'un milieu
homogene, alors que le terme W (fonction de l'inconnue) permet de prendre
en compte les e exions successives duesa l'inhomogeie du milieu.

2.2.3 Resolution dans le domaine de Fourier-Laplace

Pour esoudre (12), on cherche la solutiov sous la forme:

W= LW+ Wy (14)
@ W, = {(WW?) est solution de:
@%+8th—(y ys)P ', (15)

et L est un operateur explicie plus loin. On cetaille ici le calcul, an de
retrouver la solution que pose directement de Hoop dans [ vecteurw,
repesente la solution n'ayant subi aucune e exion. Ele correspond donc
physiguementa I'onde directe entre la source et le ecepur. Compte tenu
de I'expression dé® (10), les composantes d&, \eri ent le syseme dequa-
tions:

@ ¥ 2¢ 1=2 :
E @y-'- S h 2 (ys) C(y5)2 (ys) (y ys)!

p_
_E % - . 2a

@y "2 (Y9 olys)?

Le syseme (16) est constitte de deuxequations cecoupks. On sait esoudre

chacune de cesequations par une nethode de variation de tnstante, ce
qui8donne:

(16)
Y Ays) (Y Ys):

P~ z
2¢ -
Wi( )= —————— Y Y(yo)H ex s d ;
2 WO= 7Y TOIHC wew s )
P z
E 2 o ~ Ys
W2 ——— =Y ¥(y)H ex S d
(17)
H est la fonction de Heavisid8e telle que:
% 0 si x< 0
H(x) = E 1=2 Si Xx=0;
1 si x>0

10



2.2 Transformation du probeme

Il reste a calculer LW dans (14). Determinons une equation satisfaite par
cette quantie. Pour cela, on ceduit de (12), (14) et (15)

@é _ @ @
@y @y @y
= sD(Wp, W)+ w:

L w \eri e donc lequation:

/\
@'W+SD\% = W+ sDwy;
@y
= Ww+sDW Lw);
soit: A
W
AW  DLA= @ (18)
@y
En posant = Lw = (LW ;LW,), on peutecrire:
@ A
—+sD = w: 19
@y (19)

On obtient ainsi un syseme dierentiel diagonala coe ¢ ients non constants
et terme source non singulier, que I'on esoud par une netide de variation
de la constante. La solution de (19) s'exprime alors en forch de et dew:

Zy Zy

(WMa()exp s ()d d;

L V/\;‘l (y) .

Z., Z

(Ma()exp s ()d d:
y y

(20)

LW, )

On sait maintenant exprimer LW en fonction dew sous forme inegrale.
Connaissantwy,, on pro@de alors de manere ierative pour calculer?. Ce
proece nous permet d'approcher la solution d'un sysene dequations ine-
grales, que lI'on ne sait pas esoudre autrement. A partir d€l4), on a:

1 Lw=w, ) w=(1 L) W,

al | est l'operateur identie. On ceveloppe alors l'ogerateur (I L) ! en
grie de Neumann [10]:

(1 +L+L2+ ::+LY)yw,

w
(21)

WO + ®D o+ e FO:

11



2.2 Transformation du probeme

N est I'ordre de troncature de la rie de Neumann. Dans la $aj on parle
d'ordre O pour le premier terme de la srie, d'ordre 1 pour leerme suivant,
etc... Examinons maintenant sous quelle condition cetteese converge. On
note ynin la limite inerieure du domaine reerogene (soit %: 0 et %y: 0
poury <Ymin ); pour toute fonction f ( ), on note:
max(f)= max jf()j; min(f)= min jf ()j:
<<y Yy <<y

Ymin min

Theoeme 2 (de Hoop).  La srie desw®™ ¢ nie par (21) converge pour

max( )
s> min( ) *

Demonstration . L'algorithme ieratif (21) est convergent en norme
in nie ssi: jjLjj; < 1, avec:

T iLWjj1

jLijin = sup  Eo=S

jiwiis <Ljjwjjs 60 JJW]J1
En utilisant (20), on deduit que la premere composante del w satisfait:
Zy Zy
JLWj j O)iiwo( )i exp s min()d d;
Ymin

Zy Zy

max( ) max(W,) exp s min()d d;
Ymin

1 expfsmin( )(Ymn Y)9
smin( )

max( ) max(w,)

max( ) max(Ws)
smin( )

De la méme manere, la seconde composante Hév satisfait:

. a . max( )max(W)
LWl smin( )

On en ceduit directement:

max( ) _ . max(')

ki = S0 ! min( )

Ce esultat est essentiel au sens au il nous permet d'appjuer le treoeme de
Lerch dans la version donree en section 2.2.1; en choisigsg, = ”nlf‘;‘(( )) et

| > 0 quelconque, la solution obtenue par transformee de Lama inverse de
(21) est alors unique et causale pour tout type de pro | contitment variable.

12



2.3 Retour dans le domaine spatio-temporel

2.3 Retour dans le domaine spatio-temporel
2.3.1 Ordre 0

Position du probéme. Dans la section peedente, on a esolu le pro-
beme (1) dans le domaine de Fourier-Laplace, via une side Neumann
dont on a monte la convergence. On s'ineresse dans cettgection au cal-
cul dew© dans (21). Ce terme correspond physiquement aux ondes qui se
propagent directement de la source au ecepteur. Rappelsru]/l{e les variables

physiques qui nous ineressent sont contenues dans le veat B (7), et qu'on
ne calcule par directements qui est releea f par la premere equation de

N
(4). On exprime doncb en fonction dew via (11), soit, dans le domaine de
N
Fourier-Laplace et pour la composant&® d'ordre 0:

oy — PO D A .
B (y) = A© = P w™(y):

De (10), (17) et (21), on ceduit donc:

A 1 &9, i
5@ = 1=2 .
Vocyz 2 O
20 vyt Z,,
A H(ys y)exp s ()d
Y l=2(y) y (22)
° Y 2(y) : Zy :
+ @ AHy vysexp s ()
Y () s ’

Pour aleger les expressions, on ne traite dans la suite qlecasy <yq: le
calcul dans le second cas est analogue. Dans toute la suite notera avec un
exposant , (resp. un exposant +) les fonctions et grandeurs correspaantes
au cas aly <ys (resp.y > ys). En appliqguant une transfornmee de Fourier
inversea (22), on obtient:

1
Z 4, Y2 (y) 1=2 Zy,
A ORI ALY T o s ()d ik dk
4 1 Y 12(y) (Ys) c(ys) y
En notant:

Y)Y A(ys)
(k;s) = @ A
+Y P(y)Y A(ys)

13



2.3 Retour dans le domaine spatio-temporel

on obtient:
Z,, V4

g0 = %S (k:s) s ()d  ikx dk:

1
— = eX
4, (o) Cly)Z P S

On e nit la variable p (notation habituelle dans la nethode de Cagniard-de
Hoop,a ne pas confondre avec la pression acoustique) telliee k = ips, d'a

¥ =seg(s)G? (23)

avec.

Z .. _ Z
©) i o (p) Ve
G Xy:s) = — —— _eX S X + d dp;
A S AT A
Z+i1
= (p) dp:

(24)

La barre indique que I'on aegalement e ectie le changemérle variable dans
les grandeurs qu'elle surmonte. Les deux composantes dép) secrivent:

0 L 14 1

L 2

ay)z (ys)'2

1, = ()

“(p) = c(Ys)? P (25)
. ()72 (ys)¥2

1 X 1=4 1 ) 1=4"
oyz P oy)z "

Vu la convention (9), la coupure assocee aux cenominates de  est le
segment eel [EGnax; + 1 [, a1 1=Gnax €st le point de branchement.

Contour de Cagniard-de Hoop. Dans le but didentier G (24)a
une transformee de Laplace (3), il nous faut determineip complexe tel que:

Zys
t = px+ —()d;
y
Zys 1 1=2 (26)
= px+ ——~ p* d
y ()



2.3 Retour dans le domaine spatio-temporel

On ¢k nit alors le chemin dans le plan complexe:
( z,, 1= )
@= p2C=FOpt= px+ —~_ p* d t=0; t2R" ;
y ()
(27)
ainsi que sa restriction:

©®= p2 O = jg< 2R*
On ¢k nitegalement le sous-segment de I'axe imaginaire yr:
D = p2C = <eg(p)=0 et jp< 2R"
Enn, on c nit les arcs de cercle:

C= p2C = jpj= 2R*

On consicere alors le contour fermeC® = D [ C [ @ (gure 2). On

montre facilement que sip 2 © " alors p 2 O @ p est le conjugle de
p. Le contour © est donc synetrique par rapporta I'axe des eels. Du faf*
de cette synetrie, on travaille dans toute la suite avep de partie imaginaire
positive.

Une etude analogue a celle meree dans [13] (cemonstrain des proprees
6 et 7) devrait permettre de montrer qu'il existe un unique istant ty (cor-
respondant au temps d'arrivee de I'onde d'ordre O sur le eepteur) tel que:

8

3 FO(poito) = 0;

28

B @ ) . - ( )
" @p (Po;to) = 0;

et aussi de montrer que le poini, correspondant est eel: c'est alors le

point d'intersection de © avecR* (letude rigoureuse reste a faire). D'a

le syseme permettant de calculemg et tg:

8t— p0x+Zys 1 Po’ l=2d'
0= POTERY ;
% y ()

z (29)
X

Ys
1=2
y 1

()
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2.3 Retour dans le domaine spatio-temporel

(@)

+r

o Re(p)

(b)

?\ Re(p)
R = 1/cmax

Fig. 2 { Schematisation des contours de Cagniard-de Hoopa I'ordrQ, pour
T (=Gnax to) > 0 (a) et &% (1=Guaxito) < 0 (b)
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2.3 Retour dans le domaine spatio-temporel

Au voisinage depy, la geonetrie de  © cepend du signe dec@ip(o)(lzqnax ito):

{ si %p(o) (1=Gnax;to) > 0, le contour ©@ coupe l'axe eel avec une tan-

gente verticale enpy < 1=Gnax. Le contour © ne traverse donc pas la
coupure assoceea (25).

{ si %p(o) (1=Gnax;to) < 0, le contour ©@ coupe l'axe eel avec une tan-
gente horizontale erpyp = 1=Gnax - Ce cas n'existe pas lorsque I'on consi-
cere un milieu homogene ou un milieu stratie. On doit alo rs adjoindre
au contour de Cagniard-de Hoop un arc de cercle:

A= p2C=p=r1( )=1=Gnx + "' ;0<"< 2; 2[52 "]
dans le but de contourner le point de branchement=t; .

On renvoita [16] pour la justi cation de cette propree , ainsi qua la section
3.1.1. pour l'analyse geonetrique. On peut montrer que das les deux cas et
pour t grand, le contour © possde les asymptotesy (t) < ij; Vi dans
le premier quadrant (+) et dans le quatreme quadrant (-) duplan complexe.

Identi cation avec une transfornee de Laplace. En appliquant le
thaoemezdes esidusaé24), ona po%r tout > O:

(p) dp+ . (p) dp+ (p) dp+ N (pdp=0: (30)

On fait ici un kger abus décriture, le dernier terme n'intervenant que si

%p(()) (1=Gnax ;to) < 0. Dans ce cas, onetudie sa contribution dans l'inegrathn
le long deA-:

zZ, .
(Ppdp = r(NrHd
A 1 "’ 1
zZ, .
=" (e d;
1
zZ, .
I (rC Diiy d;
"C:

Les exposants 1/4 aux cenominateurs des composantes decf. (24) et (25))

impliquent en e et que l'inegrale est convergente, et don queC est borre
et incependant de”. On en daduzit que:

lim (pdp= 0:
A

"1 oo*
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2.3 Retour dans le domaine spatio-temporel

En vertu du lemme de Jordan [10], on peutecrire:
Z

lim (p)dp= O:
I +1 c
On fait alors tendre vers +1 et " vers 0 dans (30), et on utilise la sy-

nmetrie du contour par rapporta lI'axe eel; apes changement de la variable
d'inegration, on ceduit de (24) et (29):

YA
© 1 . — @p
G = — =m i (p(t)) = exp( st)dt: (31)
2 (ys) clys)* @t
Lequation (31) revienta une transformee de Laplace. Pa application du
treoeme de Lerch, on peut donc ceterminer la transfornee de Laplace inverse
de (31), soit

GO (ayi) = RO HE W (32

1
E—— ]
2 (Ys) c(ys)?
Dans le cagy >y, les calculs sont analogues: il su t d'inverser les rolesedy
et deys dans I'expression de la seconde composante du vectep(t)). En n,
d'apes (23) et les proprees de la transformee de Laphce, les grandeurs
physiques du probeme sont donrees par:

@

Py = Gy a 69 Oy,
_ dq ) et -
= g & (v (33)
Z .,

At )Gy )d:
to
Vu lechellon H(t tp) dans (31), on a en e et restreint la e nition de la
convolutiona l'intervalle [to; +1 [. Par ailleurs, la multiplication par s dans
le domaine de Laplace revienta une cerivation en temps danle domaine
spatio-temporel, et la multiplicationa un produit de conwolution.

2.3.2 Ordre 1

Position du probéme. On s'ineresse maintenant au calcul dev® dans
(21). Ce terme correspond a I'ensemble des ondes qui prawient des e-
exions continuelles des ondes au-dessus ou en-dessousdepteur, comme
sclemati®e en gure 3. Les trajets eels ne sont pas des dites, mais des
rayons incunes [15]. Comme dans le cas de l'ordre 0, lesid@ns physiques

18



2.3 Retour dans le domaine spatio-temporel

N
sont contenues dans le vectedr (7). L'application de (11) conduita la com-
N
posanteb d'ordre 1:

A ¢ A
pW (y) = 6(1) =pPwW® (y):

On notera avec un exposant - (resp. +) les fonctions et grandes assoceesa
des ondes se eechissant en un point d'ordonree sugegure (resp. inkrieure)
a celle du ecepteur.

X X
X .................
wD+
\ Récepteur
Récepteur
Source e
Source
X oo
y y

Fig. 3 { Sclematisation d'une onde d'ordre 1 propagee de la sourau e-
cepteur.
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2.3 Retour dans le domaine spatio-temporel

De (10), (17), (20) et (21), on ceduit que:

1 &)

2 (Ys) c(ys)?

00 Yl:z()’) ! Zmn Zys Zy

@@ A ()exp s ()d + ()d d
Y iyt

B Y 2(yy)

o0 1 1
Yl_z(y) Z +1 Z Z

A (e s ()d+  ()d dA;
Y 2y v y

avecm = min(y;ys), M = max(y;ys); correspond au point de e exion de la
contribution dans l'inegrale (cf. gure 3). Les mémes ogrations qua l'ordre
0 (transformee de Fourier inverse et changement de variad)l permettent
d'obtenir:

b = se(s) G";
avec:
G (xy:s) =
Z_ Z .. —
1 m +il (p) n ., 0
— ———=—"()ex s px+ 1 dpd
4 i1 (Ys) clYs)? () exp P P (34)
Z, Z .. —
1 1 +il (p) n _ (0]
+ — ————— () ex S px+ | dpd;
7 AT (AR L P
z z Z,, z,
ar T = ~()d+ ~()d ;T = ~()d+ ~()d;
Ys y
_ L 1 0 . L 1
B YZWY iy R YTMY T
et: = & ; =
- 1=2 - 1=2 - 1=2 - 1=2
Y WY " (Ys) Y (WY " (Ys)
Contour de Cagniard-de Hoop. On ne ctaille ici que le calcul deG ®* .
Le contour @ utilie est cette fois ceduit de I'expression del (34):
Z Ys Z y
W= p2C=F®@pt)= px+ () + () t=0; t2R*
(35)
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2.3 Retour dans le domaine spatio-temporel

La ¢k nition du contour ferne d'inegration c est analoguea celle de 'ordre
0, et ne sera pas epeee ici. A l'instar de I'ordre 0, on derait pouvoir montrer

qu'il existe un unique instant ty( ) (correspondant au temps d'arriee de
I'onde d'ordre 1 qui, entre la source et le ecepteur, esteechie une fois en
) tel que:

8
3 FO(put) =0;

: @p p1;t1) =0;
et aussi de montrer que le poinp, correspondant est eel: c'est alors le point
d'intersection de @ avec R* (h encore, letude rigoureuse reste a faire).

D'al le syseme permettant de calculerp, et t;:

8 Z Vs 1 1=2 Z y 1 1=2
% t1= px+ 20) p1° d + 20) p1° d;
Z Z (37)
Ys y
g X P1 1_2d P1 1-2d -0
1 - 1 -
: ——  p° ——— P’
c( ) c( )

Les proprees geonetriques de @ sont analoguesa celles de© , cependant
: @ @) q_ .
du signe de@p (1=Gnax ;t1).

La dierence importante par rapporta l'ordre O est que l'on inegre sur
toute la profondeur, de manerea prendre en compte les oms ebmentaires
eechies en tout point, formant I'onde d'ordre 1.

Identi cation avec une transfornee de Laplace. On suit la méme
cemarche qua l'ordre O (treoeme des esidus, lemme ¢ Jordan). La prin-
cipale dierence provient de la pesence d'un esiduR(py; ) da au pole de

la fonction de e exivie (13) en = ymax. Tous calculs faits, on obtient
nalement:
Z.,Z . )
W+ 1ome i (Y5Ys)
G X;y;s) = — =m ———= exp( st) dpd
A (a1 OPLS) P
Z
1™ R(po; )
+ = ————— expf stgd;
2 . Gdyz

avec le esidu:

21



")

R(po; ) = = s
(po) 4cmaX2 1 1 1=4 1 1 1=4
C(Ys)?  Cmax? o(Y)?  Cmax?
et l'indicatrice
8
21 s @7 (1zgn: = Crax
()= @p
3
-0 sinon.

Par injectivie de la transformee de Laplace (treoeme de Lerch), on obtient
donc la fonction de Green d'orgre 1
m

Y — H(t t1) _ C—() .y @p .
GW* (xyit) = 2 () oy . =m | (P;) () R (po; ) @t d:
(38)

Comme en section 2.3.1, on revient aux grandeurs physiques probeme
par convolution avec la source, puis cerivation temporedi:

b® (xy;t) = gtq GO (xyt);

Z +1 (39)
dtt  )GW(xy; )d:

t1

2.3.3 Ordre n

Le terme w (™ dans (21) corresponda I'ensemble des ondes qui se sont
eechies n fois pendant le trajet source-ecepteur. Ce terme est doampar:

BN =pPAM=pL A" V=p NGO

Une telle ecriture induit une complexie de calcul qui crét avec l'ordre. En
e et, la fonction de Green d'ordren s'exprime sous forme d'une inegrale
n-uple. Le calcul du contour de Cagniard-de Hoop recessite talcul den+1
inegrales (voir (27)a 'ordre O et (35)a I'ordre 1). Dan s la suite, on restreint
notreetude aux ordres 0O et 1.

3 Mise en oeuvre nunerigue

3.1 Calcul de la solution analytique

La methode de Cagniard-de Hoop est une nethode analytiqu€ependant
sa mise en oeuvre nunerique recessite en grand soin; d'uoertaine facon,
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3.1 Calcul de la solution analytique

on peut dire qu'il s'agit d'une nethode analytico-nurnrerique. Le but de cette
section 3.1 est de cetailler quelques points celicatsa mttre en oeuvre. Pour
aleger lesecritures, on consicerera uniquement l'orde O (le traitement des
ordres superieursetant analogue).

Les inegrations nuneriques de fonctionsa valeurs edes ou complexes, ea-
lisees lors des convolutions, sont e ectlees par une meibde d'inegration de
Romberg. Cette nmethode est anelioee par le proec dinterpolation de Ri-
chardson [11]. La pecision relative lors de ces calculsnigrale est de 10 6.

La recherche des zros des fonctionsa valeurs eellesgipexemple lors du
calcul depg et dety ) est e ectiee gracea l'algorithme de Brent [11], qui ne
recessite que la connaissance de la fonction et pas cellesdekerivee, ce qui

le rend plus e cace. En revanche, les zros des fonctionsealeurs complexes
(lors de la cetermination de p pourt >t () sont calcues par la nethode clas-
siqgue de Newton-Raphson, plus simplea mettre en oeuvre dafe domaine
complexe. Dans les deux cas, la pecision relative est de 20

3.1.1 Calcul du Jacobien

La quantie @ p=@ttervienta tous les ordres dans les fonctions de Green
(voir par exemple (32)a l'ordre O et (38)a l'ordre 1). Il nous faut donc
calculer cette cerivee lors de la convolution de la fonctn de Green par la
fonction source. A l'ordre 0, le treoeme des fonctions imlicites applige a
F © dans (27) permet decrire:

@ (0) @ (0) @p @ (0)

= = =0: 40
@ @ @t @ (40)
Sit 6 tg, on a alors:
@:(0) 0 1,
@p p %
o Go %X ., =
@p ey P

t

Sit = tg, on ne peux pas appliquer le treoeme des fonctions implies
pour calculer @p=@voir la deuxeme equation de (28)). Pour contourner
cette di cule, on s'inspire de [12], [13] et [14]. Soitg(p) ¢ ni par:

a(p) = FO>pit) + t: (41)
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3.1 Calcul de la solution analytique

Au voisinage depg, un ceveloppement de Taylor d'ordre 3 deg conduita:

g(P) = 9(Po) + (P Po) 9Xpo) + %(p Po)”g’lpo) + O(p  po)*:
De (28) et (41), on ceduit:
g(po) = to et gYpo) =0;
soit L
t=to+ S(P Po)*g’tpo) + O po)™

On obtient alors I'estimation:

S
o(t) = po+ %+ o o)’ 42)
avec Z y
p— ° 1 1 .
9°¢po) = St ) —d: (43)

()

Deux cas se pesentent, suivant la nature du contour © :

{ 1°" cas: si %t(o)(kqnax ito) > 0, alorsg®{py) < 0. En cerivant (42) par
rapporta t, on obtient I'estimation de @ p=@au voisinage deo:
@p [ 1

o) B : 44
@t " 2jg%po)j t to (*44)

On reconnait ici la singularie en 1:pt to, classique en 2D [10]. Du
point de vue geonetrique, la conequence de (44) est que lcontour
coupe l'axe des eels avec une tangente verticale.

{ 22™¢ cas: si %I(O)(lzqnax ito) < 0, on apg = 1=Gnax €t l'inegrale (43)
est in nie. On a alors %‘: 0. On en ceduit que le contour coupe l'axe
des eels avec une tangente horizontale.

3.1.2 Etapes de la convolution

Si %t(o) (1=Gnax:to) < 0 (2™¢ cas de la section 3.1.1)%‘ttlzqnax to) =0:
la fonction de Green ne possdant pas de singularies, lalcul de la convo-
lution ne pesente pas de di cules.

Par contre, dans le cas%“t(o) (1=Gnax ;to) > O (1°" cas de la section 3.1.1),
I'existence d'une singularie dans les fonctions de Gregmise enevidence en
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3.2 Calcul de la solution nunrerique

(44), recessite des pecautions lors des convolutions.e@e singularie etant
du type 1= t 1o, elle esteliminable. Vu le support borre du signal tem-
porel (48), on est amerea consicerer trois cas pour easer la convolution,
schematises en gure 4 (le temps d'arrivee ty de I'onde d'ordre O est repee
par un trait vertical):

{ 1® cas: t < t,. Dans ce cas, I'onde n'est pas encore arrivee sur le e-
cepteur, le esultat de la convolution est donc nul.

{ 2™ cas: to <t<t g+ T. Clest le cas qui pose probeme, puisque la
singularie de la fonction de Green intersecte le supportemporel de la
source. On cecompose (33) en deux inegrales:

VAR Z,
b® = it )6y )d +  dlt )GOxy: )d :
| to {Z } | to+ {Z }
IO |1

L'inegrale I, ne possde pas de singularies et ne pose pas de di cules
En revanche, on egularisd g en posant: = 2+ tg; d'au:
ZPp.
o= 2q% (2+1t)GOxy; >+ to)d:
0

Les expressions (31) et (44) conduisent alorsa:

Zpﬁ
1 1

(39 @0s)  20%%p0)} o

Cette inegrale est convergente et se calcule bien numguement, sauf

enx =0 ety = ys: la pression acoustique est in niea la source tant que
celle-ciemet. Onevitera donc de calculer cette inegrée en ce point.

En pratique, on prendra" = 10 °.

dt (*+to)=m i (p( ®+1t0)) d:

lo

{ ¥ cas: to+ T <t. Dans ce cas, il n'y a plus de singularie et la
convolution ne pose pas de di cules.

3.2 Calcul de la solution nunerique

On cherchea quali er la pecision de la nethode de Cagniad-de Hoop,
en fonction des ordres utilies, des pro Is consiceesetc... Pour cela, on com-
pare la solution analytiquea une solution nunerique donee par un sclema
d'inegration desequations (1). Il s'agit de la cemarche inverse de celle ha-
bituellement utiliee; elle est toutefois utile ici, car m ne dispose d'aucune
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3.2 Calcul de la solution nunrerique

(@)

10 T T T T

.10 1 ! | L ! ! ! !
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

t(s).

(b)

10 T T T T

.10 1 ! | L ! ! ! !
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

t(s).

()

10 T T T T

.10 1 ! | L ! ! ! !
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

t(s)

Fig. 4 { Sclematisation de la fonction de Green (en bleu) et de la foton
source (enrouge). (&)t <tg (b):top <t <t g+ T;(C) to+ T <L
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3.2 Calcul de la solution nunrerique

\eri cation dans la literature de la pecision de la me thode de Cagniard-de
Hoop dans le cas d'un uide aux proprees contindment vaiable. On adapte
pour cela le screma de Lax-Wendro , sctema tes simple ebien connu dans
le cas de l'acoustique avec des proprees physiques coastes.

Ecriture du sclema. Soit des pas uniformes en espacex = Yy et en
temps t. Les points et les instants de calcul sont alors refees pax; = i X,
yj =] yett,=n t. On ckniten outre les valeurs discetes des proprees

physiques du milieuc; = c(Xi;yj), i = (Xi3y;), @@gy = @gxl,yj) et % =

%}(xi;yj). Dans la suite, on cherche des approximationis; = ‘(u} ,v',‘J ,p,,J )
de U (Xi;y;;tn). Sans prendre en compte le terme source, le syseme d&afion
(1) skcrit sous la forme matricielle suivante:

@,, @, @_
@t M ax P ey ? (49)

avec.
0 1 0 1 0 1
0 0 I 0 0 O u
A=@ 0 0 0A; B=@0 0 =A;: U=@vA;
c2 0 O 0 c2 0 p

Pour obtenir le sckema de Lax-Wendro en milieu continbmet variable, on
ecrit le ceveloppement de Taylor d'ordre 2 en temps deJ (X;;y; ;th+1):

@
2 @t

En cerivant (45) et vu que les coe cients sont incependants det et de x,
on obtient les expressions des ckerivees temporelles prem et seconde de
U (Xi;Y;:tn). On peut alorsecrire que:

U (Xi3Yjstnen) = U(X53y55t0)+ t@u (XY 5tn)+ —— = U (Xi3yj5tn)+ O( t°):

@ @
UlGyita) = U0Gyt) U AU (XY it) + B@}/J(Xi;yj;tn)

2
+ —tAZ@

@
2
2 @?(U (Xlayj ’t )+ B

@9U (Xi3Ytn)

@ " -
(AB + BA )W@Lgl(xi,yJ tn)

+

@ @ @ @

B U(an,t) @@

3y-
@yax —U (x;3y5tn)  + O( t°):
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3.2 Calcul de la solution nunrerique

Les cerivves spatiales sont approclees par des diereces nies centees
d'ordre 2. Les valeurs exactes sont remplaces par des vake nunmeriques
et les restes de Taylor sontelimires, ce qui conduit au sema:

n no n.o,o Ul
n+l _ n 1+17) 1 I+ 1)
b B opaeYiay UG +UTy oo UGe UG+ UG
2 X2 y2
+ (AB +BA)Uin+1;j+1 Uin+1;j 1 Uinl;j+1+Uinl;j 1
4 x vy
+ B @Uinﬂ;j Uinl;j_'_@uir;j+l Ui .
@y 2 x @y 2y ’
avec
1
0 . . 1@ 1 0 0 0 0
2 @y
1
@ _ 0 0o o & @B_FO 0 —2%
@y @y Y
@c @ @c
2@ .,5,:.8% 0 d—+2c— O
@y @y @y @y
Composante par composante, le sclema skcrit:
1 p'n+1" p_n 1
+1 — 1 N | )
Ui ufj + 2 x

2 2 n n n n n n n
Gj° t° Ulpy 2u} + Ul gy N Viegj+r Visrg 1 Vi e T Vig o1

+ )
2 X2 4 Xy
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3.2 Calcul de la solution nunrerique

1 p.” . p.” -
Vir_1j+1 - Vinj + t = M+l 11
b b |y] 2 X
+ G 217 Vg vtV + Ulijer Ubay 10 U e T U 4
2 y? 4 Xy
+ i@Jr i@i‘ﬁ? Uiy U7 gy + Vijsar Vi 1 )
ij @y ¢c; @y 2 X 2y ’
n n n n
N+l g o4t G 2 Uerg  Uiag | Visg Vi
pl;J pl;] L) ™) 2 X 2 y
4+ G 2 12 plyy 200 P g + Pl 205 P g
2 X2 y2
1@y P Py
ij @y 2y
Initialisation du sclema. Il reste a initialiser correctement le schema,

l.e.a decrire nuneriquement le terme source (x) (y VYs)Q(t) dans (1). La
premere technique consiste a prendre en compte ce termeeda manere
suivante: tant que la source est allunee, on modi e la valeununerique de
la pression calcuke par le sclema, ems et js tels queis = E(Xs= X) et
js= E(ys= Yy), @ E repesente la fonction partie entere, soit

Plis = Py, ) isis Giis” Otn): (46)
En utilisant cette technique, des oscillations apparaisseau niveau de la
source. En e et, on a vu en section 3.1.2 que la pression adimse au point
de la source est in nie tant que la source est allunee, ce qauneriquement
poseevidemment probeme. Ce cefaut ne se propage cepentt pas et n'en-
tache pas la solution d'erreurs hors de la zone d'oscillatis.

Pour eviter ces oscillations, une seconde technique costsiaetaler spatia-
lement la source autour du point ai elle est sittee. On peutnontrer que la
pression acoustique est alors toujours nie. Le second meralie la troiseme
equation de (1) devient:

fOGyst) = g0x  Xshijy  Ys)) a(t);
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3.3 Resultats nuneriques

al g(jx Xsj;jyY VYsj) est une gaussienne centee erx{ys), decart type

Xs 2 Y Ys »

1
g(x;y) = ——exp

On peut montrer facilement queg tend vers un Dirac en espace quand
tend vers 0. Pour prendre en compte cette source dans le sola nunerique
d'inegration, on applique (46) en chaque point de calculriscrit dans le disque
de rayon = cente sur la source, avec une ponceration cependant deal
epartition spatiale, soit:

q

1 t
(Xi Xis)2+ (Y V¥s)?< =) pj =Py 2 — i Gi 29(xi;y;) oltn):
(47)

3.3 Resultats nuneriques
3.3.1 Con guration

Dans la suite, la quantie repesente sera toujours la pession acoustique
p. Sur les coupes, la solution analytique de Cagniard-de Hosgra repesentee
en trait plein; la solution nunerique calcuke par le scliema de Lax-Wendro
sera repesente en pointiles. Sur les cartes, les vales positives (resp. rega-
tives) de p sont cockes sur une palette de rouge (resp. de vert) ; la ptgn de
la source est regeee par une croix, la position des ecégur est reeee quant
a elle par une ligne verticale. A I'exception de la section.3.2, les cartes sont
obtenues par inegration nunerique. En n, par un kger abus de notation, on
appellera "onde d'ordre 1"la somme des contributions des d@s d'ordre O et
d'ordre 1.

Dans le cadre de l'acoustique sous-marineest gereralement compris entre
1500 et 1550 m/s. Le faible ecart entre ces extrémas ne pegimpas d'ob-
server des plenonenes inkressants sur une petite distae de propagation.
Pour observer des ceformations conequentes du front dide, il faudrait
consicerer une onde propagee au minimum sur une centaines kilonretres,
soit environ 3300 longueurs d'onded = 50 Hz et ¢ = 1500 m/s. Or, il est
impossible de mocklisera I'aide d'un screma nuneriquda propagation d'une
onde sur une telle distance. Le nombre de points de calculcessaires pour
rendre regligeables la dispersion et la di usion nunerige est alors hors de
poree (rappelons que la solution nunerique sert ici de ekrence au calcul
analytique!). Pour propager sur de plus petites distancetut en observant
des ptenonenes ineressants, on va donc utiliser des pite de formes clas-
siques mais en exagerant les valeurs extrémes. En n, onilisera des pro Is
de densike constants ou lireaires, ce qui estegalementne hypotrese ealiste.
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3.3 Resultats nuneriques

En ce qui concerne la description des paranetres physiqud$] consicere
des prols de densie et de eekrie lireaires par morceaux. De tels prols
posent probeme aux points celimitant les domaines sur kquels ekrie et
densie varient lireairement. En e et, les cerivees du pro | ne sont pas e -
nies en ces points. Ces di cules ne sont pas aborcees darj6], [7] et [8]. On
cecrit ici les pro Is par des splines cubiques, c'esta-ote des polynébmes du
troiseme dege, qui sont toujours su samment egulier s, et qui permettent
de prendre en compte des milieux ealistes.

On choisit comme cerivee temporelle de la fonction sourceg(t), utilisee dans
les convolutions, la sinusale tronglee de classeC?
8

. 1 . .
3 A sin! .t Ssin2lt st 0<t<T =2=l =1=f;
olt) = 5 (48)

0 sinon

al fo=2 =! ; est la fequence centrale (en Hz), eA est un facteur d'ampli-
tude (en kg.m :s 3); en pratique, 'amplitude maximale deqXt) est 3 3A=4.
La primitive q(t), utilisee dans (46) et (47), est construite de sorte que
g(0) = g(T) = 0. La gure 5 repesente levolution temporelle de qo(t) pour

f =40 Hz et A = 1kg.m %:s 3, ainsi que le module de sa transformee de
Fourier en fonction de la fequence. On constate que le mamum du module,
reee par une droite verticale en gure 5 (b), ne correspad pas strictement
a la fequence centrale.

Concernant le sclema de Lax-Wendro, le pas de temps est deit de la
condition de stabilie CFL par: t=CFL X=Cnax - EN pratique, on pren-
dra CFL=0.5, nombre pour lequel le screma de Lax-Wendro dsstable en
milieu homogene. Vu les paranetres utiliees par la suite et pour garantir au
minimum 40 points de calcul par longueur d'onde dans les zan@e plus faible
@krie, on prendra  x=0.5 m. Une telle grille conduita 1.44 16 points de
calcul pour un domaine de 600600 nf.

Tous les calculs ontek e ecties sur un PC sous Windows XPdoe d'un
Pentium 4 caden®a 2.66 GHz, et posedant 512 Mo de RAM. Aac cette
con guration machine, le calcul de la valeur de la pressiorcaustique en un
point recessite :

{al'ordre 0: environ 2a 3 dixemes de secondes de calcul.
{a l'ordre 1: environ 20a 30 minutes de calcul.
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0.5 i
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-0.002} ) \ | ! ]
50 100 150 200
f(Hz)

Fig. 5{ Fonction q’(t), pour f. = 40 Hz etA = 1 kg.m :s 3: repesentation
temporelle (a); repesentation fequentielle du modulede la transformee de
Fourier (b).
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3.3 Resultats nuneriques

3.3.2 Milieu homogne

On montre ici I'in uence de letalement de la source sur la slution en
milieu homogene. Cette solution est alors bien connue [14{ donc facilement
controlable. L'inerét est dans ce cas de pouvoir \erier la bonne prise en
compte nunerique de la source, soit par la source ponctuel(46), soit par la
sourceetake (47). On utilise pour ces calculs les valesisuivantes:

8
% c=1500m/s; = 1000 kg/m?;
f =40Hz; A =2;5:10 3kg.m s 3;

Ys=100m; y2[0;200m] x=10m:

La carte est calcuke analytiquement par la nmethode de Cagard-de Hoop

classique (gure 6 (a)). L'utilisation d'une source ponctelle entrame la pe-

sence d'oscillations au voisinage de la source, lesquellestent localiees
(gure 6 (b)). On constate en gure 6 (c) que letalement de k& source
(1= =5 x) entrame une erreur sur l'amplitude de la solution. Par la
suite, on petrera donc utiliser une source ponctuellerese placant assez loin
de celle-ci poureviter d'étre gére par les oscillatios.

3.3.3 Prol de etrie lircaire

Onetudie le cas d'un prol| de ekrie lireairement va riable, avec une
densie constante. Les paranetres du calcul sont:

8 3
% = 1000 kg/m~;

f =40Hz; A =2;5:10 3kg.m s 3;

:

Ys=200m; y2][0;200m] x=20m:

Sur le domaine consicee, la ekrie varie de 3000a 1000 m/s. L'hypotrese
d'un pro| de ekrite lireaire est ealiste, les mers des pbles pesentant de
telles caraceristiques. Les esultats obtenus sont msenes en gure 7.

L'ordre O fournit de tes bons esultats. Examinons cepedant I'anelioration
apporee par l'ordre 1 ( gure 8). La coupe est calcuke poudes profondeurs
comprises entre 100 et 130 m, au méme instant que la gure 7){@). On
repesente en trait plein bleu la solution nunerique founie par le sclema
de Lax-Wendro, en pointiles rouges la solution analytique a I'ordre O, et
en pointiles verts, la solution analytique a I'ordre 1. L'ordre 1 conduita
une anelioration sensible des esultats, lesquels se sposent alors presque
parfaitementa la solution de ekrence fournie par le skema d'inegration.
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Fig. 6 { Carte et coupes dgpa t=0.058 s en milieu homogene (a). Initiali-
sation par une source ponctuelle (b) ouetake (c).
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Fig. 7 { Cartes et coupes d@ pour un pro | lireairea t= 33.36 ms (a-b),
t= 41.7 ms (c-d), t= 50.04 ms (e-f),a l'ordre O.
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Fig. 8 { Coupe depa l'ordre O (rouge),a l'ordre 1 (vert), et calcuke nune -
riguement (trait plein) pour un pro | de eckrie lirea ire.

3.3.4 Prol de eérie "classique”

Onetudie ensuite le cas d'un pro | de eErie de forme classique, pesen-
tant un unique minimum de krie, avec une densie variant lireairement
de 1000a 1100 kg m®. Les pararretres du calcul sont:

8
< f =50Hz; A=2:;510 3kg.m %:s 3;

Ys =250m; y2[0;600m] x=90m:

Le prol de eckrie utiliee est pesene en gure 9. L es esultats obtenusa
I'ordre O sont pesenes en gure 10. Dans ce cas, I'accorentre les esultats
nuneriques et analytiques est tes bon. L'ordre 0 est su ant pour traiter un
tel pro l.

3.3.5 Prol de @¢rie "double-bosse".

Pour mettre enevidence les e ets de la e exion continue @s ondes (et
aussi l'utilie de monter en ordre), on consicere un prol plus complexe,
pesentant deux minima et un maximum, aussi appek pro | 'double-bosse”.
Les paranetres du calcul sont:

8
< f =50Hz; A=2;510 3kg.m %s 3;

Ys =230m; y2[0;600m] x=2120m:

Les valeurs de densie sont les mémes que dans |'exemplesgmient. Le pro |
de ekrit utiliee est pesene en gure 11. Les es ultats obtenusa l'ordre O
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Fig. 9 { Pro| de ®ekrie 'classique”.

sont pesenes en gure 12. On constate cette fois que I'aire 0 ne permet
pas de prendre en compte certains e ets. En particulier, lerébond" qui

apparat derrere les arches n'est pas bien pris en compt®n s'ineresse donc
a la correction apporee par l'ordre 1. Pour des raisons déemps de calcul,
on restreint letude a des profondeurs comprises entre IBet 270 m ( gure
13). La courbe sugerieure en trait plein repesente la sation donree par la
nmethode de Cagniard-de Hoopa l'ordre 0. La courbe inEreure en trait plein
repesente la solution nunerique fournie par le sctema @ Lax-Wendro .

Les points repesentent la solution analytique calcukepar la nmethode de
Cagniard de Hoopa l'ordre 1. Cette fois, le rebond qui appait derrere la

premere arche est bien restitte par la nethode de Cagnial-de Hoop.
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Fig. 10 { Cartes et coupes de pour un pro | de krie 'classique"a t=
120.4 ms (a-b), t= 134.5 ms (c-d), t= 156.5 ms (e-f),a l'ordre 0.
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Fig. 11 { Pro| de ekrie "double-bosse".
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Fig. 12 { Carte et coupe de pour un pro | de ekrie "double-bosse",a t =
134.5 ms,a l'ordre 0.
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Fig. 13 { Coupe depa l'ordre O (trait plein supgerieur, en rouge),a l'ordre
1 (pointiles) et calcuee nuneriqguement (trait plein i nerieur, en bleu) pour
un pro | de eckrie "double-bosse™.

4 Conclusion

L'objectif de la pesenteetudeetait de calculer le rayannement acoustique
d'une source ponctuelle dans un uide dont les propreegphysiques varient
continiment selon une direction d'espace, en dimension 2dans le domaine
temporel. De facon non exhaustive, les domaines d'applitans concernent
I'acoustique sous-marine (pour calculer, par exemple, lbampsemis par une
explosion dans la couche d'eau) et I'eero-acoustique (elalbsence decoule-
ment).

Pour cela, nous avons appligle la methode analytique de @miard-de Hoop,
methode classique pour des milieux aux proprees physjues homogenes ou
constantes par morceaux, mais rarement utilisee pour desileux variables.
Nous avons cecrit les paranetres physiques par des splse&ubiques, ce qui
permeta la fois de repesenter des milieux ealistes et ‘drrivera une e-
gularie su sante des paranetres (egularie recess aire pour la nmethode,
contrairementa ce qui est fait dans [6]). Nous avons compaftes esultats
analytiguesa ceux obtenus par une inegration nunerigle directe. Cette com-
paraison (non e ectwee dans la literature) cemontre la grande pecision ob-
tenue par la nethode de Cagniard-de Hoop dans les cas tras.

En milieu continGment variable, la principale limitation de la nethode de

Cagniard-de Hoop eside dans son coat de calcul, ces logsie I'on ne cherche
pas seulementa prendre en compte les ondes directement pagees de la
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source au ecepteur. A titre d'exemple, le calcul des "onded'ordre 1" (i.e. les
ondes eechies une seule fois sur une reerogereit avant d'atteindre le ecep-
teur) est 1000 fois plus long que celui des "ondes d'ordre 0"est cependant
fort probable qu'une optimisation des algorithmesa l'orde 1 permettrait de
eduire notablement ce facteur. En contrepartie, la netlode de Cagniard-
de Hoop converge toujours, quelque soit le pro | de propies physiques, ce
qui n'est pas forement le cas d'autres nethodes analytiges (telles que les
methodes WKBJ [7]). En n, et contrairement aux methodes nuneriques de
type dierences nies, la nethode de Cagniard-de Hoop dipense de calculer
la propagation d'ondes sur un vaste domaine: 'acousticiame recherche le
plus souvent les valeurs de la pression qu'en un nombre liesitde ecepteurs.

Un travail n'est jamais termire, et celui-ci ne fait pas exeptiona la egle.
Il reste tout d'aborda mener une analyse plus ne des promks matte-
matiques des contours de Cagniard-de Hoop. La mise en uvreed calculs
a l'ordre n>1 esta faire, en apportant un soin particulier a I'optimisation
des algorithmes, poureviter une hausse prohibitive des ngs de calcul. A
ce sujet, il serait utile de determiner un criere permettant de savoir jusqua
guel ordre calculer, et ce en fonction de la pecision souite®, des proprees
physiques des milieux, et de la source temporelle choisie.

Une perspective directe de la pesenteetude concerne lagpagation d'ondes
dans les solides elastiques aux proprees physiques obndment variables
suivant une direction. On pense tout d'abord au cas d'un mé&u in ni, puis

a celui de linterface plane entre un solide et le vide. Lespplications de ce
dernier cas concernenta la fois la geophysique et le codtie non destructif
des maeriaux (par exemple pouretudier le chage d'unglaque plane de
keton au cours du temps).
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